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Die Abhingigkeit der Festigkeit von der Gréfe der Versuchskérper, 
betrachtet auf Grund der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Von H. Craemer, Alexandria. 
Mit 14 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die Abhiingigkeit der Festigkeit von der GréBe der Versuchskérper 
wird durch die UngleichmaBigkeit des Baustoffs erklart und ist eine Funktion der quadratischen 
Streuung der Festigkeiten. GréBere Versuchskérper haben geringere Streuungen. Lingere Ver- 
suchsstiicke haben geringere Mittelwerte der Festigkeiten. Bei VergréBerung der Querschnitte 
hangt das Verhalten vom Spannungs-Dehnungs-Gesetz ab; bei sprédem Stoff wirkt eine Ver- 
groBerung des Querschnittes in gleicher Weise wie eine Verlingerung; bei plastischen Stoffen 
dagegen bleibt das Festigkeitsmittel unveriindert. Die praktischen Mindestfestigkeiten sind 
von der GréBe der Bauteile wenig abhingig. 


Summary. The dependency of the strength depends upon the test specimen size is explained 
by the nonuniformity of the building material. It is represented by a function of the standard 
deviation of the strength values. The standard deviation is lower for large specimens. 
Longer pieces have a lower mean value of the strength. If the cross section is made larger, the 
behaviour depends upon the stress-strain law; for a brittle material, a larger cross section has 
the same effect as a greater length, whilst for plastic materials the mean value of the strength 
remains unchanged. Practical minimum strength values depend little hardly upon the 
size of structural parts. 


Résumé. La loi par laquelle la résistance dépend de la grandeur des éprouvettes s’explique 
par Vinégalité du matériel de construction. Elle est représentée par une fonction de lécart 
quadratique des valeurs de résistance. Des grandes éprouvettes ont un petit écart quadratique. 
Des longues piéces ont des petites valeurs moyennes de résistance. Si la section transversale 
s’agrandit, le comportement dépend de la loi des efforts et des allongements, de sorte que pour 
un matériel cassant l’agrandissement agit comme un allongement, tandis que la valeur moyenne 
de la résistance reste invariable pour un matériel plastique. La résistance minimum pratique 
ne varie que lentement avec la grandeur des piéces. 


Die Tragfihigkeit eines Bauwerkes hingt von der Festigkeit seiner einzelnen 
Elemente ab. Die Festigkeiten der aus diesem Grunde untersuchten Probekérper 
schwanken auch bei groBer Sorgfalt und giinstigen Bedingungen der Herstellung 
fiir den gleichen Baustoff mehr oder minder stark. So sind nach Hummel die 
Schwankungen, wenn eine bestimmte Betonfestigkeit angestrebt wird, bei Herstellung 
im Laboratorium + 5%, auf der Baustelle + 25%. Diesen Schwankungen wird 
beim Entwurf durch entsprechend vorsichtige Bemessung Rechnung getragen; 
iibrigens geniigen sie allein, um die bei statischen Untersuchungen geiibte und ge- 
forderte peinliche Genauigkeit ad absurdum zu fiihren. 

GréBe und Form der Probekérper sind in den meisten Liandern durch Normen 
vorgeschrieben. Nun ist es bekannt, dai groBere Stiicke aus duBerlich genau dem 
gleichen Baustoff haufig geringere Festigkeiten ergeben. So rechnen z. B. die deutschen 
Betonvorschriften 1942 mit einer Steigerung der Festigkeit von 15°, wenn statt 
eines Betonwiirfels 20 x 20 x 20cm ein solcher von 10cm, mit einem Abfall von 
10°, wenn ein solcher von 30cm Kantenlange verwendet wird. Diese Abhangigkeit 
der Festigkeit von der GréBe der Versuchsstiicke wird in den meisten Darstellungen 
der Festigkeitseigenschaften nur registriert, aber nicht erklart. Ebenso unbekannt 
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ist, ja es wird kaum die Frage erhoben, wie sich diese unbestreitbar vorhandene Er- 
scheinung auf die Festigkeit von Baugliedern mit ihren weit groBeren Abmessungen 
auswirkt, z. B. welche Festigkeiten zu erwarten sind, wenn statt Wiirfeln von 20 oder 
30 em Linge Balkenquerschnitte von 80/300 cm oder noch mehr ausgefiihrt werden. 

Es scheint dem Verfasser an der Zeit, iiber diesen Agnostizismus hinauszukommen ; 
die folgende Abhandlung ist daher ein Versuch, die Erscheinung mit Hilfe der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung aufzuklaren und weitere SchluBfolgerungen aus ihr zu 
ziehen. Dabei sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB der HinfluB, den eine ver- 
anderte GréBe der Probekérper odér Bauglieder auf die Herstellungsbedingungen 
hat, hier nicht in Betracht gezogen wird; es handelt sich also stets um den auBerlich 
gleichen Baustoff, dessen Beschaffenheit lediglich solchen Schwankungen unterworfen 
ist, die im Sinne der Wahrscheinlichkeitsrechnung als zufallig anzusehen sind. 


1. Hintereinander geschaltete Elemente mit gleicher Beanspruchung. 
a) Unstetige Verteilung. 


Gegeben seien » Proben gleicher Form und Gréfe und auferlich gleicher Be- 
schaffenheit, deren Festigkeiten, der GroBe nach geordnet, 


Oy = Oso Seo ey (1) 


sein mégen; es kann sich z. B. um einachsig gedriickte Betonprismen oder Zugstabe 
aus Stahl oder auch um einen Balken mit auf die ganze Linge gleichem Biegemoment 


AZ 
Mirth 


F1 


Abb. 1. Abb. 2. 


handeln. Es sei ferner a, die Anzahl der Elemente, deren Festigkeit kleiner ist als 
ein vorgeschriebener Wert o, also b, = n — a, die Zahl der Stiicke, die mindestens 
diese Festigkeit besitzen. Bezogen auf die Gesamtzahl n wird 

a =a/n, Py=b)n, oo +h = 1; (2) 
die zeichnerische Darstellung ist in Abb. 1 zu sehen. 

Wir betrachten nunmehr einen gezogenen oder gedriickten Stab oder einen Balken 
mit konstantem Biegemoment und gleichem Querschnitt wie die bisherigen Elemente, 
aber der r-fachen Linge. Der so gebildete K6rper wird im folgenden ,, Bauteil genannt; 
er besteht offenbar aus r Elementen der vorher betrachteten Art. Knickgefahr sei 
ausgeschlossen; bei Belastung bricht dann das schwichste der + Elemente. Wir be- 
zeichnen diese Anordnung als ,,Hintereinanderschaltung der Elemente in Richtung 
des Kraftflusses. 

Die Anzahl der aus den n Elementen iiberhaupt herstellbaren Bauteile ist 


i ie nm! 
TONE rl ery 


Ist r klein gegeniiber n, so kann man statt dessen setzen 


Ot ae (3) 
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Mit a, soll, ihnlich wie vorhin, die Zahl der Bauteile bezeichnet werden, deren 
Festigkeit einen vorgeschriebenen Wert nicht erreicht, mit 6, =n, —a, die Zahl 
derjenigen, deren Festigkeit diesem Wert mindestens gleich ist; die zugehorigen 
Verhaltniszahlen sind 


Oo, = a,/2,, Bp =,/n,, of +B, = 1. (4) 


Die Zahl 6, ergibt sich nun durch Kombination der b Elemente, die den gestellten 
Mindestanspriichen geniigen, zu je 7, es ist also 


oder vereinfacht 
= tpt (5) 
Man erhalt also mit Hilfe von (2) und (4) die einfache Beziehung 


B, a By’, o, = 1 — py’. (6) 


Je linger demnach der Bauteil gemacht wird, um so geringer ist der brauchbare 
Anteil 8,, und zwar um so mehr, je hdhere Anspriiche an die Festigkeit gestellt werden, 
je kleiner also f, ist. Wenn man f, = 1 — a, in eine Potenzreihe entwickelt, so folgt 

r (r—1) 


Xp = 7 Xy 9-] 


OP. s; (7) 


in ungiinstigster Annaherung steigt also der Anteil «, der unbrauchbaren Bauteile 
im gleichen Verhaltnis wie die Lange. 

Das Ergebnis (6) hatte man einfacher auf Grund der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
wie folgt ableiten konnen: Damit der Bauteil die geforderte Mindestfestigkeit besitzt, 
ist ndtig, daB dies fiir seine simtlichen Elemente gleichzeitig zutrifft. Die Wahr- 
scheinlichkeit, da eines derselben diese Mindestfestigkeit besitzt, ist 6,.. Dann ist 
aber die Wahrscheinlichkeit fiir das gleichzeitige Auftreten dieser Eigenschaft in 
simtlichen Elementen gleich dem Produkt der r Einzelwahrscheinlichkeiten, das heibt 
eben £,’. 

b) Stetige Verteilung. 


Die weitere mathematische Behandlung wird erleichtert, wenn man eine stetige 
Verteilung der Festigkeiten annimmt, also statt einer endlichen Zahl von Versuchs- 
ergebnissen o eine an sich mégliche unendliche Anzahl in Betracht zieht. Statt 
Abb. 1 erhalt man dann eine stetige Kurve, wie z. B. in Abb. 3 oben; derartige Kurven 
sind im Betonbau und der Bodenmechanik als Sieblinien gebraéuchlich. Die GréBen « 
und £ behalten ihre durch (2) gegebene Bedeutung. Wir bilden nun die Ableitung 


ean (8) 
dann ist nw,do —da, offenbar die Anzahl der Elemente mit einer Festigkeit 
zwischen o und o + do, wahrend m,do der auf die Gesamtzahl derselben bezogene 
Anteil derselben ist; 1, selbst wird als relative Haufigkeit bezeichnet. Die Hautigkeits- 
linie oder Verteilungskurve f(u,o) ist im allgemeinen glockenférmig nach Art von 
Abb. 3 unten; das Integral 


\ ea ge ae | (9) 


stellt die Gesamtheit aller méglichen Falle und damit den Flacheninhalt der Hautig- 
keitslinie dar. Hier und im folgenden erstrecken sich die Integrale tiber den ganzen 


Bereich der Schwankung von o. 
* 


148 H. Craemer: 
Das arithmetische Mittel der Festigkeiten der Elemente ist nun 


Care = | o da 
oder nach (8) 
Omi = |\0 fy do. (10) 
Wir bilden ferner die Abweichung £, vom arithmetischen Mittel gemaB 
§ =o ey ep =aoy Ey 
10 man sieht sofort, dab 


| wy 6 de, = 0 (12) 
ist; die Ordinate durch o,,, kann als 
96 Schwerlinie der Haufigkeitsflache 
bezeichnet werden. Bilden wir ferner 


ti = |p, of ee, (13) 
G2 so erhalten wir die quadratische 
eres a gatetz ky Streuung der Elementarfestigkeiten, 
See inte oa = gar die als Tragheitsradius der Haufig- 
‘ ; keitsfliche gedeutet werden kann. 
Die haufigst vorkommende Ab- 

fe weichung ist diejenige, fiir die 


Pr 


at 3G (14) 


dé 
04 G4 a 
wird; bei symmetrischer Verteilung 
‘08 


ist sie Null. 


Va Fiir die spatere Untersuchung 
g7 auf Grund einer Normalverteilung 

Por ist es zweckmaBig, die folgenden 
ie dimensionslosen Werte einzufiihren : 


€or = os >Ty, Mor = (44 7, (15) 


also die quadratische Streuung als MaSeinheit zu verwenden. Aus den vorigen 
Gleichungen erhailt man dann 


da dp ; 
eas ee aan dé. (Sa) 
Weer = 1, (9a) 
Wor terteoy == 0: (12a) 


Bei auf die ,,Bauteile‘ bezogenen GréBen ersetzen wir den bisherigen Index 1 
durch r; da dé, = dé, ist, schreiben wir statt dessen d& und erhalten insbesondere: 


be = — ge (Sb) 
| uy dE = 1, (9b) 
Os | o pu, dé, (10b) 
Ee Se rs (11b) 
| ur & dE = 0, (12b) 
t? = | u, €2 dé. (13b) 
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Auch hier bilden wir dimensionslose Gré8en durch Einfiihrung der Streuung 1, 
der Elemente als Mafeinheit gemi8B 


Sor = § 2 TH, deo, = dbo, Tor = Tr? Ty, Mor = Mr * TH, (16) 
so da wir erhalten: 
dp; 
oreo dé,” (8c) 
| Mor dé, = 1, (9¢) 
[Hor For 285 ="0, (12c) 
Tastes atlon Gate u (13¢) 
Auf Grund von (6), (8), (8b) erhalten wir nun 
PAS A 5 aes (17) 
den Mittelwert o,,,, setzen wir 
Omr = Omi — &r3 (18) 
die Abweichung ist dann 
ee = et + Ep. (19) 


Damit folgt aus (12b): 


Ly (&) + &,) dé = 0 
und zufolge (9b): 


é, = —|u, &, dé = | ¢, dp,. (20) 
Fiir die Streuung gilt nach (13b): 
TP = \ (&, Sil Ep) lr dé; 


dies fiithrt nach kurzer Rechnung auf 


to = | bed? —<s. (21) 
Gl. (17) la&t sich auch schreiben: 
yews ne — 1 py. (17a) 


Ist also 6, > 1 — 1/r, so wird uw, >m,_, und umgekehrt. Mit wachsendem r ver- 
schieben sich somit die Haufigkeiten ins Gebiet gréBerer f,, das heiBt geringerer 
Festigkeiten, s. Abb. 2. Man ersieht ferner aus dieser Abbildung, daB die Schwer- 
punkte der Hiiufigkeitsflachen sich immer weiter nach links verschieben, daf also 
allgemein 

Ep = Epo (22) 
ist. 

c) Normalverteilung. 


In der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist die folgende, auf Gau& zuriickgehende, 
sog. Normalverteilung iiblich 


Li hag F ); 

ee ae Tyra oho ( 812)? 

hierin wurde exp y statt e” geschrieben. Die Verteilung ist symmetrisch und er- 
streckt sich iiber den ganzen Bereich von — co S$ é, S + 09; die weitere Be- 


rechnung wird iibersichtlicher, wenn man die friiher definierten dimensionslosen GréBen 
in (23) einfiihrt; es wird dann 


(23) 


1 \ 
Hos == ox? (— on ); (23a) 
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das heiBt es gibt, abgesehen von dem durch 7, ausgedriickten Einflu8 nur eine einzige 
Verteilung; sie ist in Abb. 3 unten dargestellt. Man kann natiirlich gegen die Ver- 
wendung dieser Verteilung fiir Festigkeitsprobleme verschiedenes einwenden, unter 
anderem, daB negative Festigkeiten widersinnig sind und deshalb der Bereich &, 
nicht bis — co reichen kann. Anderseits aber haben, wie sich nachrechnen lat, in 
dieser Verteilung 99°7°% aller Werte Abweichungen ¢, vom Mittel, die geringer sind 
als die dreifache Streuung. Da tiberdies fiir die Funktion (23a) tiberall Tabellen zur 
Verfiigung stehen, werden im folgenden die in Abschnitt b gewonnenen Ergebnisse 
fiir eine Normalverteilung ausgewertet. Wir beschranken uns dabei auf die Werte 
r — 1, 2, 4 und 8; die Zahlenrechnung bietet nichts Besonderes und wird tbergangen. 

Abb. 3 zeigt oben die Werte f, und unten die bezogenen Haufigkeiten m»,; man 
sieht deutlich das schon in Abb. 2 angedeutete Heriiberwandern der groBten Hautig- 
keit in das Gebiet geringerer Festigkeit. Man erkennt ferner, wie mit wachsendem r 


Eth G 


Tb Ni Pere OEP Ee 925 
Abb. 4. Abb. 5. 


die Haufigkeit sich stirker um den Mittelwert zusammendrangt, so da eine Abnahme 
der Streuung t, zu erwarten ist. Interessant ist ferner, daB, abgesehen von r = 1, 
die Verteilungen keine genauen Normalverteilungen sind. 

In Abb. 4 sind die GroBtwerte max uw, der Haufigkeiten und die Stellen &’, wo 
sie auftreten, als Funktion von r aufgetragen, ferner sind die nach (20) und (21) er- 
rechneten GroBen ¢e,: tT, und T,: 7, eingetragen. 

Im Sinne der oben gemachten Bemerkungen betrachten wir nun als praktisch 
zu erwartenden Mindestwert der Festigkeit jenen, der um das dreifache der Streuung r, 
vom Mittelwert o,,, abweicht, vom Mittel o,,, der Elemente also die Abweichung 
é +37, nach unten hat; die GréBen «), + 3 1), = (¢, + 37,): 7, sind ebenfalls in 
Abb. 4 vermerkt. Nun nimmt zwar die mittlere Festigkeit o,,, der Bauteile ent- 
sprechend den Groéfen e, stiindig ab, dafiir aber werden die quadratischen Streuungen tT, 
immer geringer und die oben definierten Mindestfestigkeiten indern sich nur wenig. 
Die am Bauteil zu erwartende Mindestfestigkeit unterscheidet sich also nicht sehr 
von der am einzelnen, durch Versuch gepriiften Element, vorausgesetzt allerdings, 
daB es sich um eine Normalverteilung handelt. 

Die Ergebnisse der Abb. 4 werden durch folgende Formeln mit guter Annaherung 
wiedergegeben: TT = O85%e7 (24) 

Tit =e (24a) 


&, 2 Ty = 8°80 (1 — 7,2 ty). (25) 


oder identisch hiermit 


und 
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Statt (24a) kann noch geschrieben werden: 


1 
a he Roe 24b 
rings (24b) 
was allerdings um einige Prozent zu geringe, also zu giinstige Werte ergibt. Mit (25) 
zusammen folgt dann 


eT = 3°80 ( te = (25a) 


Tragt man in Abb. 5 die reziproke vierte Wurzel als Abszisse auf, so werden (24b) 
und (25a) als gerade Linien dargestellt ; die gestrichelte Kurve wird spater besprochen. 


2. Hintereinander geschaltete Elemente mit ungleichmigiger Beanspruchung. 


Ks sei ein Balken von gleichmaBigem Querschnitt gegeben, der aus r Elementen 
1...k...r besteht und dessen Biegemomente von 1 gegen r hin ansteigen, so dak 
also M,, > M;,_, ist, s. Abb. 6, wo der Sonderfall einer 
geradlinigen Zunahme von M dargestellt ist. Wenn 
der Balken aus vollig gleichartigem Baustoff bestiinde, 
wiirde er selbstverstindlich an der Einspannstelle 
brechen und so ergibt es auch jede statische Berechnung. 
Die Erfahrung lehrt aber, daf er dies nicht immer tut, 
namlich dann nicht, wenn an irgendeiner Stelle das 
Verhaltnis ,,Festigkeit : Biegespannung“‘ geringer ist als 
an der EKinspannstelle; maBgebend fiir den Bruch ist Abb. 6. 
also nicht die Spannung, sondern die Ausnutzung. 

Fordern wir nun fiir das Element k = r eine Mindestfestigkeit o, so gentigt offen- 
bar fiir die tibrigen Elemente eine Festigkeit 


Y 


& 


nro, (26) 


wenn dadurch die Gefahr eines Bruches fiir den Balken als ganzes nicht verandert 
werden soll. Wir bezeichnen nun wieder, wie im vorigen Abschnitt, mit 6, die Wahr- 
scheinlichkeit, daB ein Element die Mindestfestigkeit o besitzt, ferner mit By die 
Wabrscheinlichkeit, daB die Ungleichung (26) erfillt ist. Die Wahrscheinlichkeit, 
da (26) fiir alle Elemente 1 bis r gleichzeitig erfiillt ist, sei mit f,’ bezeichnet; nach 
den Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist sie gleich dem Produkt der Kinzel- 
wahrscheinlichkeiten £(,), also 


By — Bay c Be) yes Bay aesel* Bet) c Bi. (27) 
Fiihrt man nun Gl. (6) in (26) ein, so folgt 
k k 
Oy = Ona a as (1 =) Omas 


die Abweichung der nach (26) geforderten Mindestfestigkeiten gegentiber dem 


Mittel o,,, ist also k a 
ie §.=28—(1-7)om (28) 
oder wenn wir durch die quadratische Streuung t, der Einzelfestigkeiten dividieren, 
k loNG,, p 
Son ss (1 aa ae (28a) 


Kennt man nun die Wahrscheinlichkeit f, fiir ein beliebiges £),, z. B. auf Grund 
einer Normalverteilung, so kann man mit Hilfe von (28a) auch die Wahrscheinlich- 
keit 6) fiir die in einem beliebigen Element k geforderte geringere Festigkeit ermitteln 
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und schlieBlich die Wahrscheinlichkeit ,’ fiir die geforderte Festigkeit des Balkens 
nach (27) errechnen. Durch sinngemiBe Anwendung der friher angegebenen Be- 
ziehungen erhalt man dann noch die relativen Haufigkeiten 


; dp,” 
image (29) 
oder dimensionslos 
, d Pe , , 
Hor = _ ie > Por = 7%1-r- (29a) 


Hat man es nur mit einem einzigen Element zu tun, so geht (27) tiber in 6,’ = f,. 
Da ferner o, <o, ist By) > 6, und deshalb 8,’ > 6,, wie man leicht durch Vergleich 
von (27) und (6) erkennt. Die 
Wahrscheinlichkeit, dai eine be- 
stimmte Gesamtfestigkeit erreicht 
wird, ist also hier gréBer als bei 
einem Bauteil mit tiberall gleicher 
Spannung, wie er im vorigen Ab- 
schnitt behandelt wurde. Entgegen 
den iiblichen Vorstellungen hat 
also ein Trager mit konstantem 
Querschnitt eine grdéBere Sicher- 
heit als der sog. Trager gleichen 
Widerstandes. 


Abb. 8. 


Um die im Zusammenhang mit den Gl. (27) bis (29a) angegebenen Operationen 
zahlenmafBig durchfiihren zu konnen, miissen wir fiir t,: o¢,,, einen bestimmten Wert 
annehmen; dies war bei der Ermittlung von f, nicht ndtig. Wir setzen 

1: Om. = 0°3, (30) 
rechnen also mit einer selbst fiir Beton recht starken Streuung. Die Ergebnisse sind 
in Abb. 7 fiir r = 2 und r = 4 dargestellt. Man erkennt wieder das Vorriicken der 
Haufigkeiten in das Gebiet geringerer Festigkeiten. Doch ist diese Erscheinung 
hier viel weniger ausgeprigt als in Abb. 3, weil dort der Bauteil auf seine ganze 


Lange die gleiche Spannung hatte; mit einem kleineren Wert 7, :,,, wiirde sich die 
Verteilung in Abb. 7 noch mehr den Verteilungen 6, und wy, nihern. 


Man kann durch sinngemiBe Ubertragung der Gl. (20) und (21) die Verschie- 
bungen ¢,’ des Mittels und die quadratische Streuung 1,’ rechnen. Man erhiilt, immer 
wieder mit der Annahme (30) fiir 


= 
I 
— 
bo 
aS 


0 0:07 0°31 
Tit = 1 0°998 0°94 (31) 
3 301 314 | 
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Gl. (27) bleibt auch dann noch giiltig, wenn statt des einfachen Belastungsfalles 
der Abb. 6 ein anderer zugrunde gelegt wird; doch ist statt der Gl. (26) und (28) 
dann eine andére Beziehung zu verwenden und die Rechnung wird im allgemeinen 
umstandlicher. Ein wichtiger Fall sei noch hervorgehoben, die Belastung eines 
Balkens mit einer Kinzellast in Feldmitte nach Abb. 8. Da hier Elemente gleicher 


Spannung rechts und links der Mitte vorkommen, erhalt man Gl. (27) in der ab- 
gewandelten Form 


Br = Bay: Bey +++ Bay ++» Be»? BY, (32) 
wobei (26) und (28) ihre Giiltigkeit behalten. Bei der Auswertung legen wir wiederum 
die ungiinstige Annahme (30) zugrunde und erhalten fiir 


r= 1 2 4 

fe = O65 0°63 0°84 | 

T, 1 t, = 0°84 0°83 O81 } (33) 
(a -+-3 ¢,') 2%, = 307 3°12 3°27 | 


3. Nebeneinander geschaltete Elemente mit gleicher Beanspruchung. 


Wir denken uns nun ein einachsig gedriicktes Prisma nach Abb. 9 aus mehreren 
nebeneinander gestellten prismatischen Elementen gleicher GréBe zusammengesetzt ; 
die gleiche Wirkung entsteht, wenn ein Balken unter Biegung nach 
Abb. 10 aus mehreren schmileren Einzelbalken, seinen Elementen, fig of 
zusammengesetzt gedacht werden kann. In diesem Falle hiangt die hifi 
Lésung vom Spannungs-Dehnungs-Gesetz des Baustoffes ab. Lei] f B/ 

Im ungiinstigsten Falle, den wir als ideal-sprédes Verhalten 
bezeichnen wollen, verliert der Baustoff nach Erreichen einer Héchst- 
spannung tiberhaupt sein Gefiige, das hei8t die von ihm iibertragene 
Spannung fallt bei Uberschreitung einer gewissen Verformung auf 
Null zuriick, s. Abb. lla. Unter einer gleichmaBigen Beanspruchung 
verstehen wir nun, da in Abb. 9 alle Elemente die gleiche Ver- 
kiirzung 4 und in Abb. 10 die gleiche gegenseitige Verdrehung ihrer 
Querschnitte erfahren. Verhalt sich der Baustoff gema Abb. lla, 
so fallt bei Erreichen einer gewissen Dehnung das schwachste Element AGES 
aus und tibertragt keine Kraft mehr. Sieht man mit der Zerst6rung 
eines seiner Elemente den ganzen Bauteil als unbrauchbar an, so gelten demnach 
bei ideal-spr6dem Verhalten die gleichen Haufigkeitsgesetze wie in 
Abschnitt 1. 

Allerdings braucht man den Ausfall eines Elements noch nicht mit dem Bruch 
des ganzen Bauteiles gleichzusetzen; es ist vielmehr méglich, daB die restlichen 
Elemente noch eine Laststeigerung zulassen. Um dies naher zu betrachten, numerieren 
wir die Elemente, deren Anzahl diesmal gleich s sein moge, in der Reihenfolge 
steigender Festigkeiten: o, <o0,... <0; <o;,,... Die unmittelbar vor dem Ver- 
sagen des ersten Elements iibertragene Last ist dann so,; fallt dieses aus, so wird 
(s — 1) o, aufgenommen und vor dem Ausfall des Elements 7 ist die tibertragene 
Last gleich 

P = (s —i — 1) q;. (34) 


Sind alle o gleich, so ist natiirlich die aufnehmbare Last so; im allgemeinen Falle 
aber ist sie gleich dem aus (34) zu bestimmenden Maximum von P in bezug auf 7. 

Um die Untersuchung im einzelnen durchfiihren zu k6nnen, bendtigt man den 
Verlauf von o; als Funktion von i. Doch kénnen wir auch ohne diese genauere Unter- 
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suchung den Schlu8 ziehen, dafi selbst fur ideal-spréde Stoffe die Gesetze des 1. Ab- 
schnittes im allgemeinen zu ungiinstig sind. = : 

Eine weitere giinstige Erscheinung besteht darin, daB bei vielen “Baustoffen der 
Elastizitatsmodul mit der Festigkeit steigt. Bei gleichmaBiger Verformung des zusam- 
mengesetzten Bauteiles erhalten dann die weniger festen Elemente geringere Spannungen 
und werden zugunsten der stairkeren entlastet. Ist im giinstigsten Falle so werden 
beim Bruch alle Elemente mit / H,, das 
heiBt mit ihrer Festigkeit o; beansprucht. 


o,=4A-H,, (35) 


Abb. 11. 


Dasselbe ist aber der Fall, wenn der Baustoff sich nach Abb. 11b ideal-plastisch 
verhalt; dieses Spannungs-Dehnungs-Gesetz kann als Idealisierung fiir Stahl und 
nach neueren Untersuchungen mit freilich geringerer Anniherung auch fiir Beton 
angesehen werden. Erreicht hier ein Element seine Festigkeit, so fallt es bei weiterer 
Laststeigerung des ganzen Bauteiles nicht aus, sondern tibertrigt unter wachsender 
Verformung nach wie vor die gleiche Spannung, bis weitere und schlieBlich simtliche 
Elemente ihre Festigkeit erreicht haben. Die Festigkeit s des Bauteiles ist dann 


gleich dem arithmetischen Mittel der bei seinem Aufbau beteiligten Einzelfestigkeiten, 
das heiBt es ist 


ae 
airy ss (36) 


sie hingt also einerseits ab vom Verteilungsgesetz der Elementarfestigkeiten und 
anderseits vom zufalligen Vorkommen dieser Festigkeiten in dem betreffenden Bauteil. 
Ein in mathematischer Hinsicht identisches Problem ist aber in der Wahrscheinlich- 
keitstheorie bereits gelést: Entnimmt man aus einem groBen ,,Kollektiv’’ zwecks 
Untersuchung eine beschriinkte Anzahl von s Proben, so ist das Mittel der Festig- 
keiten dieser Proben offenbar durch (36) gegeben. In der Theorie der Probenahme 
wird dann bewiesen, daB die Werte o, bei wiederholter Probenahme um einen Mittel- 


wert 0, Schwanken, der gleich demjenigen, o,,,, des Kollektivs selbst ist, das hei®t 
es ist 


Oms = Omi; (37) 
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ferner betragt die quadratische Streuung r, der Werte o, 


Rene (38) 


wobei t, die Streuung des Kollektivs selbst, hier also der Elemente, bedeutet. 


Folgen die Festigkeiten einer Normalverteilung, so tun dies auch diejenigen der 
zusammengesetzten Bauteile und man erhiilt 6, und uw, = ),T, aus den Kurven 
der Abb. 12. 


4. Nebeneinander geschaltete Elemente mit ungleicher Beanspruchung. 


Legt man, wie in Abb. 13, in einem Balken mehrere Elemente tibereinander, so 
hangt, ahnlich wie im Fall der gleichmaiBigen Beanspruchung nach Abb. 8, 9 und 10, 
das Verhalten vom Verformungsgesetz ab. Wir 
setzen zunichst voraus, da das Hookesche Gesetz 
giltig sei, s. Abb. 10a und da8B der Elastizitats- 
modul fiir alle Elemente der gleiche sein soll. Wir 
beschranken uns dabei auf den Fall der reinen 
Biegung; es gilt dann das Diagramm der Abb. 13. 
Die Aufgabe ist damit genau die gleiche wie in 
Abb. 8 und wir kénnen die Ergebnisse (32) und (33) 
unverandert tibernehmen, wobei lediglich die Be- 
zeichnung s statt r zu verwenden ist. 

Gilt dagegen Gl. (35) oder ist der Baustoff ideal- 
plastisch gemaB Abb. 11b, so werden wieder die 
simtlichen Elemente des Balkens mit ihrer Festig- 
keit voll ausgenutzt. Es gilt dann die Beweis- 
fiihrung am Ende des vorigen Abschnittes, das heibt 
bei Vergr6Berung der Balkenhdhe auf das s-fache 
ist mit Gl. (36) bis (38) zu rechnen. 


5. Gleichzeitige Neben- und Hintereinanderschaltung. 


Durch Kombination der Ergebnisse der vorigen vier Abschnitte kann das Ver- 
halten mehrfach zusammengesetzter Bauteile beurteilt werden. Es sei z. B. an Prismen 
10-10-40 cm bei einachsiger Beanspruchung in der Langsrichtung eine Festigkeit 
ermittelt worden, deren Mittelwert o,,,; = 100 kg/cm? mit einer quadratischen 
Streuung von t, = 10 kg/cm? sei. Es sollen die entsprechenden Werte fiir ein Prisma 
20- 20- 120 cm angegeben werden. Es ist dannr = 120: 40 = 3 und s = 20°: 102 = 4. 


Wir betrachten zunachst die durch Hintereinanderschalten entstehenden Elemente 
von 120cm Linge und 10-10cm Querschnitt. Fir diese erhalt man nach (24b) 
t— 10: /3= 7°6 kg/em? und nach (25) einen Festigkeitsabfall von e,; = 3°80: 10 
(1 — 0°76) = 9:1, also eine mittlere Festigkeit von 100 — 9:1 = 90°9 kg/cm®. Diese 
Elemente, zu je vier nebeneinandergeschaltet und als ideal-plastisch angesehen, haben 
nach (37) die gleiche mittlere Festigkeit, wihrend die Streuung nach (38) nur mehr 
goa 6. 4 = 3°8 kg/cm? betrigt. Als Mindestfestigkeit kann praktisch angesehen 
werden bei den Elementen 100 — 3-10°0= 70, bei den Bauteilen dagegen 
90°9 — 3-3°8 = 79'5 kg/cm’. 

Ein anderes Beispiel: An einem Balken aus homogenem ideal-plastischem Bau- 
stoff sei bei Belastung nach Abb. 14 eine Biegefestigkeit von im Mittel o,,,; = 200 kg/cm? 
mit einer Streuung von 10 kg/cm? beobachtet worden, wenn seine Breite 5 = 10, 
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seine Hohe h = 15 und der Lastabstand a = 50cm betragt. Welche Festigkeit ist 
zu erwarten, wenn b = 30, h = 80 und a= 180 em gemacht wird? Hin Bruch in 
den Endstrecken sei durch Uberbemessung ausgeschlossen. 
Wir betrachten zunichst Elemente mit b6=10, h=15, a = 180, also 
r = 180:50 = 3°6; die Gl. (24b) und (25) liefern hierzu 13.4 = 10°0: |/3°6 = 7°25, 
€3-4 = 3°8- 10 (1 — 0°725) = 10°5, also eine mittlere Festigkeit von 189°5 kg/cm’. 
Die Verbreiterung yon 10 auf 30cm, also mit s = 30:10 = 3, laBt die mittlere 
Festigkeit unverindert, setzt aber die Streuung auf ts = 7°25: j3 = = 4°18 kg/cm? 
herab. Durch die VergréBerung der Hohe von 15 auf 80 cm, also mit s = 80: 15 = 5°33 
bleibt wiederum die mittlere Festigkeit unverandert, waihrend die Streuung nochmals 
herabgesetzt wird, und zwar auf t;.3; = 4°18: 5:33 = 1°81 kg/em?. Die praktische 
Mindestfestigkeit ist fiir die Elemente 200 —3 - 10 =170 


und fiir die Bauteile 189°5 — 3- 1°81 = 184-0 kg/cm?; 

auch hier wird also der Abfall der mittlerenFestig- 

See oe keit durch eine gleichmaBigere Beschaffen- 
Abb. 14. heit des Bauteiles mehr als ausgeglichen. 


6. Versuche. 


Systematische Versuche iiber die Abhangigkeit der Festigkeiten von der GrdBe 
der Versuchsstiicke sind nur selten durchgefiihrt worden. Insbesondere sind solche, 
bei denen auBer den Festigkeitsmitteln auch die quadratische Streuung ermittelt 
wurde, nicht bekannt. Immerhin ist ein vorlaufiges Urteil auf Grund einiger Angaben 
im Schrifttum méglich. Aus mehreren hierfiir geeigneten Versuchsreihen seien die 
Angaben in Davis-Troxell-Wiskocil, Testing and inspection of materials, fiir 
Betonzylinder mit einem Verhaltnis h:d = 2 herausgegriffen; fiir die in Zeile 1 der 
folgenden Tabelle angegebenen MaBe werden die prozentualen Festigkeiten der Zeile 2 
angegeben. Es ist an sich gleichgiiltig, welchen der Zylinder man dabei als Element 
ansieht; wir wahlen dafiir die GroRe 3/6 in., so daB man fiir r die Werte der Zeile 3 
und fiir ¢,, jene in Zeile 4 erhalt. 

Da iiber t, keine Angaben vorliegen, nehmen wir an, daf einer der Werte mit 
unseren Formeln tibereinstimmt; als solchen wahlen wir denjenigen fiir r = 8 mit 
é,s = 22. Wenn wir ideal-plastisches Verhalten annehmen, so werden zufolge 
Formel (37) die Mittelfestigkeiten durch die Verbreiterung nicht beeinfluBt und 
der Festigkeitsabfall wird durch Gl. (25a) allein ausgedriickt; es ist also ¢,, = e,. 


Mit den in Frage kommenden Werten erhalt man dann 22:7, = 3°80 (1 — //1/8), 
also t, = 14°3. Setzt man diesen Wert nun in (25a) ein, so erhalt man fiir die tibrigen 
Verhaltnisse r die in Zeile 5 eingetragenen theoretischen Werte «,,’. Errechnet man 
hieraus die Verhialtnisse ¢,,’:7,, so liegen diese GréBen natiirlich auf der geraden 
Linie in Abb. 5. Die nach der angegebenen Quelle errechneten GréBen «,,:7, da- 
gegen folgen der gestrichelten Linie der gleichen Abbildung. Die Ubereinstimmung 
ist gut, wobei allerdings nicht vergessen werden darf, daf wir diese Ubereinstimmung 
fir r= 1 und r=8 hier zur grundlegenden Voraussetzung unserer Auswertung 
gemacht haben. 


(1) djh= 2/4 3/6 6/12 . 8/16 12/24 18/36 24/48  36/72in. 
(2) om = 108 106 100 96 92 86 84 82%, 
(3) r= 2/3 1 2 8/3 4 6 8 12 

(4) &,=—2 0 6 10 14 20 22 249, 
(5) &,/ = — 6:0 0 iby pale? 15°9 19°7 22 251% 
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Nachwort: Das Konzept zu vorstehender Arbeit wurde im wesentlichen 1949 
in Belgrad niedergeschrieben. Erst nachher erhielt ich Kenntnis von der Abhand- 
lung von W. Weibull, A statistical thery of the strength of materials, Proc. Roy. 
Swedish Inst. Engg. Res., Stockholm 1939. Der Grundgedanke, insbesondere Glg. (6) 
ist hier bereits enthalten. Die Prioritat hiefiir gebiihrt also Herrn Weibull. 


(Hingegangen am 24. Februar 1951.) 


Die innere Reibung und die elastischen Eigenschaften fester, 
fliissiger und gasférmiger Kérper II. 


Von E. Skudrzyk, Wien. 
(Mitteilung aus dem Institut fiir Schwachstromtechnik der Technischen Hochschule in Wien.) 


Mit 22 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Unter dem Begriff innere Reibung fassen wir alle Erscheinungen zu- 
sammen, die zu einer irreversiblen Umwandlung mechanischer Energie in Warme fithren; diese 
innere Reibung wird durch einfache Relaxationsvorginge, thermische Effekte, verwickelte 
elastische Nachwirkungserscheinungen, mechanische Hysterese und plastisches FlieBen aus- 
gelést. Die MeBergebnisse erméglichen eine genaue Erfassung der einzelnen Komponenten der 
inneren Reibung und geben einen EHinblick in das mechanische Verhalten und die Struktur 
der Stoffe. 


Summary. Under the conception of internal friction we usually comprise all those phenomena, 
which lead to an irreversible generation of heat from mechanical energy. Internal friction is 
thus caused by simple relaxation phenomena, thermic effects, complicated elastic lags, mechanical 
hysteresis and plastic flow. The various components of internal friction as determined by simple 
vibration measurements give a fair insight onto the mechanical properties and the physical 
structure of the material. 


Résumé. Sous la conception de Friction Interne nous comprenons habituellement tous les 
phénoménes produisant une transformation irreversible de l’énergie mécanique en chaleur. Cette 
friction interne est provoquée par des simples phénoménes de relaxation, par des effets thermiques, 
des résidus élastiques complexes, par lhysterése mécanique et par fusion plastique. Les résultats 
des mesures permettent la détermination exacte des composantes partielles de la friction interne 
et donnent une idée des propriétés mécaniques et de la structure de la matiére respective. 


In einer friiheren Arbeit tiber die innere Reibung von Gasen und Fliissigkeiten! 
wurde der Nachweis erbracht, da im Gegensatz zur klassischen Stokesschen Theorie 
jeder Koérper nicht nur zwei Elastizitats-, sondern auch zwei Reibungskonstanten 
(z. B. eine Zahigkeits- oder Schubreibung und eine Dilatationsreibung) aufweist. 

Eine weitere Arbeit? beschaftigte sich mit dem elastischen Verhalten beliebiger 
Stoffe und den Beziehungen zwischen den verschiedenen Elastizitats- und Reibungs- 
konstanten. Eine Abhandlung iiber die Anwendung des Ultraschalles bei der 
Materialpriifung® fiihrte schlieBlich verschiedene Moéglichkeiten einer genauen Be- 
stimmung der Elastizitiits- und Reibungskonstanten vor Augen. Im folgenden soll 
nunmehr auch den bei der Deformation fester Kérper auftretenden, nicht elastischen 
Verlusten Rechnung getragen und der Zusammenhang der Elastizitaéts- und Reibungs- 
konstanten mit der inneren Struktur herausgestellt, bzw. durch Beispiele erlautert 


werden. 


1 Theorie der inneren Reibung in Gasen und Fliissigkeiten und die Schallabsorption. Acta 
Physica Austriaca 2, 148 (1948). E 

2 Die innere Reibung und die Materialverluste fester Kérper I. Osterr. Ingenieur-Arch. 3, 
356 (1949). a 

3 Die Anwendung des Ultraschalles bei der Materialpriifung. Osterr. Ingenieur-Arch. 4, 


408 (1950). 
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A. Theorie der vollkommen elastischen Stoffe. 
§1. Allgemeine Grundlagen. 
a) Das ideal elastische Kontinwum. 


Als elastisch gilt ein Stoff, der nach Abnehmen der Spannungen schlieBlich wieder 
in seinen urspriinglichen Zustand zuriickkehrt. Um das mechanische Verhalten eines 
solehen Stoffes zu untersuchen, geht man von der Erfahrungstatsache aus, daB die 
elastischen Spannungen weder durch Translationen, noch durch Rotationen des 
Kérpers als Ganzes beeinfluBt werden; man spaltet demnach den reinen Translations- 
und Rotationsanteil von der Verschiebung der Umgebung eines Punktes ab und fabt 
den Spannungszustand als Funktion des restlichen Anteils der Bewegung, der Defor- 
mationen auf. Im einfachsten Fall hangen die Spannungen nur von den Deformationen, 
nicht aber von ihren raumlichen und zeitlichen Differentialen oder Integralen, bzw. 
der sonstigen Vorgeschichte der Bewegung ab und kénnen daher bei Beschrankung 
auf den Giiltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes als lineare Taylor-Reihe der 
Deformationen dargestellt werden. Da bei isotropen Stoffen der Spannungszustand 
nicht vom Koordinatensystem abhingen darf, reduzieren sich die neun Taylor- 
Koeffizienten, die die Elastizitatskonstanten darstellen, auf zwei voneinander un- 
abhangige Konstanten, 4, w. Das Endergebnis lautet: 


pel Re EE X,=Y.=a(} ae) | 
Vy =Adiva + 24-24, jo X,=Z,="(= +3), ce 
7, dds} ¥,=2,=(2 +), | 


2 


mit 8 47 


Vektor der Verschiebung. 


SS 


wy 


b) Stoffe mit innerer Reibung und elastischer Nachwirkung. 


Beim ideal elastischen Kontinuum hingen die Spannungen definitionsgema8 nur 
von den Deformationen ab. Das Verhalten realer Stoffe dagegen la8t sich im allge- 
meinen nur durch die Aussage charakterisieren, daB die Spannungen X,,,, und ihre 
zeitlichen Ableitungen mit den Deformationen e,, und deren zeitlichen Ableitungen 
funktionell zusammenhingen : 


i aXe OX in PX nn e Clem Penn 
9 kn? ot ? CFs eee kno ot ? ot? . = a;. 


(2) 
Wir erhalten offenbar so viele Gleichungen, als unabhiingige Spannungskomponenten 
auftreten kénnen. Da die zeitlichen Differentialquotienten als Taylor-Koeffizienten 
der Reihenentwicklung der Deformationen bzw. der Spannungen nach der Zeit den 
gesamten zeitlichen Verlauf der Spannungen bzw. der Deformationen festlegen, 
hangen die Spannungen im allgemeinen von der gesamten Vorgeschichte der Bewegung, 
die Deformationen von der gesamten Vorgeschichte der Spannungen ab. 


Wenn wir uns auf kleine Bereiche der Deformationen und ihrer zeitlichen Ab- 
leitungen beschranken, kénnen wir unter bestimmten, hier unwesentlichen Voraus- 
setzungen die obigen Gleichungen nach den Spannungen auflésen und die quadratischen 
und héheren Glieder vernachlassigen; die Spannungen erscheinen dann als Taylor- 
Reihe der Deformationen und ihrer zeitlichen Ableitungen. Wiirde auch in diesem 
Fall ein elastisches Potential existieren, so blieben, wie die nahere Rechnung zeigt 
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(vgl. Innere Reibung I), die Grundgleichungen in ihrer urspriinglichen Form (1) 
erhalten, wahrend die Konstanten 2 und ju in die Operatoren 


t 7) Lad oe / 0 4? e 
A=)°+4 ea A ap eee B= e+e ar age (3) 


ubergingen. Die Taylor-Koeffizienten 2’, uw” (v = 1, 2,3...) stellen die unendliche 
Zahl der Elastizitaéts- und Reibungskonstanten dar, die zur Beschreibung eines realen 
Mediums mit unendlich vielen inneren Freiheitsgraden, wie sie durch die atomare 
Struktur bedingt sind, erforderlich wiiren. Ohne die Voraussetzung der Existenz 
eines elastischen Potentials wiirden die Grundgleichungen ihre Symmetrie einbii®en 
und noch weitere Operatoren der obigen Form enthalten. 


Wenn wir uns auf kleine zeitliche Intervalle und kleine Bereiche der Deformationen 
und ihrer zeitlichen Ableitungen beschriinken, kann die Existenz eines elastischen 
Potentials, das hei&t einer nur vom augenblicklichen Bewegungszustand abhangigen 
potentiellen Energie in erster Niherung vorausgesetzt werden und obige Gleichungen 
stellen wertvolle Naherungslésungen dar. In einem besonders wichtigen Spezialfall 
ist die Existenz eines elastischen Potentials sogar streng gesichert, nimlich dann, 
wenn die Bewegung periodisch verliuft. Denn bei der periodischen Bewegung ist 
die Vorgeschichte der Deformation in den Fourier-Komponenten selber enthalten, 
so da die potentielle Energie eine eindeutige Funktion des jeweiligen Bewegungs- 
zustandes und die Spannungen eindeutige Funktionen der Deformationen und ihrer 
Ableitungen werden. Fiir die harmonische Bewegung kénnen die zeitlichen Ab- 
leitungen d/dt durch j m und die Operatoren (3) A, w durch zwei komplexe Funktionen 


der Frequenz 4 und yw ersetzt werden: 
A= [29 — 4" + wt AV... J +50 [4 — wd" +... =A, (0) +jod, (o), ) 
“= [vw — wou’ +o AN—...J+jo[w — ww” +...]=mM9(o) +7 @ 4M, (). f 


Wir haben so nachgewiesen, da sich das elastische Verhalten eines realen Stoffes 
durch zwei komplexe frequenzabhangige Elastizitatskonstanten streng darstellen lat. 


c) Die Bedeutung der komplexen Elastizitéitskonstanten; Reibungs-, Hysterese- und 
plastische Verlustkonstante. 


Um die Bedeutung der komplexen Elastizitiitskonstanten zu erkennen, greifen 
wir auf die Gl. (1) zuriick. Bei reellen Elastizitatskonstanten kénnen die Gl. (1b) 
als Definitionsgleichungen des Schubmoduls aufgefaBt werden; ersetzen wir den 
Schubmodul durch seinen komplexen Wert Gl. (4) und den in ihm auftretenden Faktor j w 
durch den zeitlichen Differentialquotienten, so nehmen diese Gleichungen folgende 
Form an: 


: ac on “Ol on We, | Wy 
ee (uo + Jom) (J, 2 7) = Hal 35 T Ge) THa\ ey © Ga ie (5) 
mit 
Bh thet oo tir 
i eek a ee 


Das erste Glied der rechten Seite stellt offensichtlich die durch die Schubsteife des 
Mediums bedingte elastische Riickstellkraft dar; der Realteil des Schubmoduls ist 
somit mit der Schubsteife des Stoffes identisch. Das zweite Glied bedeutet eine der 
Deformationsgeschwindigkeit proportionale Gegenkraft. Da wir die Geschwindigkeit 
oder die der Deformationsgeschwindigkeit proportionalen Gegenkrafte als Reibungs- 
krafte zu bezeichnen pflegen, ist «, die Konstante der Schubreibung. Kin vollig 


160 E. Skudrzyk: 


analoges Ergebnis folgt aus der Gl. (1a) fiir die Normalspannungen. Fir X, beispiels- 
weise ergibt sich: 
: : ag ag av» 
X p= (Ap + jw Ay) div $ + 2 (Mo +f opy) s = Aodiv 8 + A, div b + 29%, + 2M Gy (6) 
mit 
: 0 2 0& 
jos=—— =», 9.0. == Gea Up. 


Das erste Glied der rechten Seite bringt hier die durch die ,, Dilatationssteife‘‘ hervor- 
gerufene Riickstellkraft, das zweite die Dilatationsreibung zum Ausdruck. Das dritte 
und vierte Glied kennzeichnet den Beitrag der Schubsteife und der Schubreibung 
zur Normalspannung X,. Durch Vorwegnahme des Faktors j w bei der Darstellung 
des Imaginirteiles der Elastizitatskonstanten haben wir den GroBen /,, uw, den 
Charakter von Reibungskonstanten erteilt; da 2 und w in noch unbekannter Weise 
von der Frequenz abhangen, handelt es sich zunachst nur um einen bloBen Formalismus. 
Wir konnen die Verlustkraft (— Reibungskraft) ebensogut auf die Deformations- 
beschleunigung 


; pa @?e ae We Oe ee oe 
LOU a a iG ore =f, prea jo A, div § ==) pn div 3 = he ae div 3 (7) 
mit 
ey Cie on My uy) Ay 
sae oy bee Te as lr 


oder auf das Integral der Deformationsgeschwindigkeit beziehen: 


: : Cx : ° 
1®@ My Cay = GoPuaS = ) wo)? Wy | Ex y dt = p,\ Cx y dt, 


; , (8) 
ee = (jo)? A, | div 8 dt = p, | div 3 dt 


4@ A, div § = (jw)? A, 
mit 
p= Wy; Pp, = — @ A, 


und bezeichnen dann die neuen, ebenfalls immer von der Frequenz abhangigen 
Konstanten h als Hysterese-, die Konstanten p als plastische Verlustkonstanten. 
Der tiefere Sinn dieses Vorgehens liegt darin, da im Idealfall der inneren Reibung, 
wie er z. B. bei Gasen und Fliissigkeiten fiir tiefe Frequenzen vorliegt, die Reibungs- 
konstanten, in den Idealfaillen der mechanischen Hysterese und des plastischen FlieBens 
— hs wir spiter nachweisen werden — die VerlustgréBen h und p frequenzunabhingig 
werden. 


d) Der Verlustfaktor und das logarithmische Dekrement. 


SchlieBlich ist es oft zweckmaig, die Elastizitiitskonstanten in der folgenden 
Form zu schreiben: 


A= Ay (w) (1 +) m] usw. B= By (1 +4 ns) (9) 
mit 
Uf be oe 


Die GroBe 7 stellt die Tangente des Phasenwinkels der Deformation und der dem 
Elastizitatsmodul entsprechenden Komponente der Spannung, des sogenannten 
Verlustwinkels dar und wird als Verlustfaktor bezeichnet. Mit x multipliziert, ist 
gleich dem logarithmischen Dekrement der abklingenden Eigenschwingungen des 
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Systems. Zum Beweis dieser Behauptung gehen wir von der allgemeinen Schwingungs- 
gleichung aus: 
oe BB, 


a . 
ae te tin h(,...je=0. (10) 
& = Verschiebung, 


B= B,(1+ 77) komplexe Elastizititskonstanten, 
es ey i = linearer, die Riickstellkraft charakterisierender Differentialoperator. 


Sie wird, wie man leicht nachweist, durch den folgenden Ansatz gelést: 
E= Epe—ttimyt (11) 
mit 
: Oey) 
adhe Pxga: 
worin §, die EKigenschwingung des ungedimpften Systems darstellt und als solche 
der Differentialgleichung geniigt: 


oO 
— or & + BL (45...) & =0. (12) 


Die ,,Eigenschwingungen des verlustbehafteten Systems‘ sind demnach mit denen 
des verlustlosen Systems ihrer Amplitudenverteilung nach identisch, klingen aber 
exponentiell mit der Zeit ab; die Abklingkonstante ist von der besonderen Art des 
Schwingungsproblems vollig unabhingig und durch den Verlustfaktor der die 
Schwingungsgleichung beherrschenden Elastizitaétskonstante festgelegt. Das logarith- 
mische Dekrement lautet: 

Oy = O/fp = a7. (13) 
Unterschiedlich zum zeitlichen Dekrement abklingender Eigenschwingungen hingt 
das raumliche Dekrement fortschreitender Wellen von der Art der Schwingungs- 
gleichung ab. Auch die Form der fortschreitenden Wellen wird im Gegensatz zu 
der der Eigenschwingungen durch die Daimpfung beeinfluBt; bei Biegeschwingungen 
beispielsweise sind die abklingenden Eigenschwingungen gegeben durch: 


&, = Asin & x €/?*. (14) 
Pes = teem p= 1. 9-9.) 
o =a +76 komplex. 
Die stationar angeregten fortschreitenden Biegewellen dagegen sind von der Form 
&= A cosi(t-a + wt) (15) 
wm = reell, 
k = ole, V1 +77 = komplex 


und ihr riumliches Dekrement erweist sich als nur halb so grof8 als das zeitliche 
Dekrement der abklingenden Eigenschwingungen (vgl. Innere Reibung I). 


e) Stoffe mit elastischer Fernwirkung. 


Durch die Beriicksichtigung der zeitlichen Ableitungen der Spannungen und 
der Deformationen, das heiBt der elastischen Nachwirkung haben wir erst einem 
Teil der elastischen Eigenschaften eines realen elastischen Stoffes Rechnung getragen. 
Grundsitzlich mu8 auch eine Abhangigkeit der Spannungen und der Deformationen 
von den raumlichen Ableitungen, das heiBt eine elastische Fernwirkung in Betracht 
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gezogen werden. Ein Beispiel fiir diese Fernwirkung ist durch den Temperatur- 
ausgleich komprimierter (erhitzter) und dilatierter (abgekiihlter) Stellen eines Korpers 
und der damit bedingten Riickwirkung auf die elastischen Spannungen gegeben. 
Da bei der Behandlung der Fernwirkung die raéumlichen Ableitungen nicht wie die 
zeitlichen durch Multiplikation mit emer Konstanten ersetzbar sind und das Ergebnis 
wesentlich durch die Randbedingungen beeinflu8 wird, laBt sich keine generelle Theorie 
der elastischen Fernwirkung aufstellen. Wenn wir uns aber auf isotherme oder 
adiabatische Vorgange beschrinken, kann nach unseren heutigen Erfahrungen die 
elastische Fernwirkung vernachliassigt werden. 


§ 2. Einfache Relaxationserscheinungen. 
a) Die Zeitgebundenheit mechanischer Vorgdnge. 


Die Elastizitits- und Reibungskonstanten sind.selbst in den einfachsten Fallen 
frequenzabhangig. Die Ursache liegt in der Zeitgebundenheit samtlicher mechanischer 
Vorgiinge. Es existiert keine Deformation, die den Spannungen, und keine Spannung, 
die den Deformationen unmittelbar folgen kénnte, sondern es tritt jedesmal ein 
verzogernder, innerer Einschwingvorgang, eine Umgruppierung der Molekiile und 
ihrer inneren Schwingungen auf. Denn das innere Gleichgewicht hangt sowohl von 
der Temperatur, als auch vom Druck ab und muB sich nach jeder Deformation neu 
einstellen. Es ist daher verstindlich, daB sich die elastischen EKigenschaften eines Stoffes 
wesentlich andern, sobald die Schwingungs- 
periode mit der Einstelldauer des inneren 
Gleichgewichtes vergleichbar wird. 


b) Relaxationserscheinungen in Gasen 
und Flissigkeiten* °. 


1. Physikalische Grundlagen. 


Bei Gasen und Fliissigkeiten liegen 
besonders einfache Verhaltnisse vor, da der 
Realteil ihres Schubmoduls, ihre Schub- 
steife, gleich Null ist. Wenn wir ein Gas 
(oder eine Fliissigkeit) plotzlich zusammen- 
driicken®, so wird ihm Energie zugefiihrt. 
Abb. 1. Druck- und pV-Diagramm eines Dice Hnergic ieee st pee ne 
realen Gases bei vorgegebenem zeitlichem Freiheitsgraden aufgepragt, die der Volu- 

Vorlauk seuses Voliimene: menverminderung entgegenwirken und den 

Druck, oder was damit gleichbedeutend ist, 

die Dilatationssteife erzeugen; bei Gasen sind es die translatorischen Freiheitsgrade. 
Der Druck wird bekanntlich als jene Kraft gedeutet, die von den Molekiilen beim 
Aufprallen auf die Wandung ausgeiibt wird. Im Gleichgewichtszustand verteilt sich 
diese Energie nach ganz bestimmten Gesetzen auf die translatorischen und rotatorischen 
Freiheitsgrade und die innermolekularen Schwingungen, wie sie aus den Rotations- 
schwingungsbanden her bekannt sind. Diese Aufteilung nimmt eine gewisse Zeit 
in Anspruch; der Stoff setzt also einer schnellen Volumenanderung einen gréferen 
Widerstand entgegen als einer langsamen. Daf dabei ein gewisser Bruchteil an 
Energie auch irreversibel in Wairme umgesetzt wird, geht am einfachsten aus dem 


~—- p— 


Oe Bergmann: Der Ultraschall und seine Anwendungen in Wissenschaft und Technik. 
rena S. Hirzel. 1949. — E. Hiedemann: Ultraschallforschung. Berlin: W. de Gruyter & Co. 
1939. 

° H. O. Kneser: Zur Dispersionstheorie des Schalles. Ann. Physik 5, 761 (1931). 
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in Abb. 1 dargestellten » V-Diagramm hervor. Komprimieren wir das Gas plotzlich, 
so steigt der Druck vom Wert (1) auf den Wert (2), der gréBer als der dem Volumen 
des Gases und seiner Temperatur entsprechende Gleichgewichtswert (2’) ist. Der 
Uberschu8 an translatorischer Energie geht aber allmiahlich auf rotatorische und 
schlieBlich auf die innermolekularen Schwingungsfreiheitsgrade der Molekiile tiber 
und der Druck klingt nach und nach auf den Wert (2’) ab. Expandieren wir das Gas 
wieder, so beherbergen jetzt die inneren Freiheitsgrade mehr Energie als dem Druck 
und der Temperatur entspricht; dieser Uberschu8 wird allmahlich an die translatori- 
schen Freiheitsgrade abgegeben und der Druck nimmt wieder zu. Die Fliche des 
p V-Diagramms ist also, wie aus der Abb. 1 hervorgeht, von Null verschieden, so 
daB fiir jeden Kompressionszyklus Arbeit geleistet werden muB. Fiir harmonische 
Schwingungen geht, wie man leicht zeigen kann, das p V-Diagramm in eine Ellipse 
liber. 

Die eben beschriebene Erscheinung stellt einen Relaxationsvorgang dar, der 
mit der Kompressibilitat des Gases, das hei8t mit seiner Laméschen Dilatationssteife 
verkniipft ist. Es handelt sich also sozusagen um eine Relaxation des Dilatations- 
moduls. 


2. Die Differentialgleichung eines einfachen Relaxationsvorganges und die Boltz- 
mannsche Erinnerungsfunktion eines Gases oder einer Fliissigkeit. 


Bei Gasen und Fliissigkeiten, die einfachen statistischen Gesetzen geniigen, kann 
auch der Frequenzgang der Dilatationssteife und ihres Verlustwinkels berechnet 
werden. Wegen der Unabhingigkeit der einzelnen Elementarprozesse (der molekularen 
ZusammenstoBe) voneinander ist die Hinstellgeschwindigkeit dy/dt immer der Ab- 
weichung y vom Gleichgewichtszustand proportional. Es gilt also nach jeder Storung 
des Gleichgewichtes: 


years oder -- y= Ae‘, (1) 


Die GréBe t bedeutet die Einstelldauer des Vorganges. Da Schub- und Dilatations- 
modul voneinander unabhingig sind, miissen wir zunichst die Spannungen in ihre 
Schub- und Dilatationsanteile zerlegen; wir setzen: 


ee = = Adiv 3 es al ee ay (2) 
mit 
Xzail = A div 8, X x sch = 2M Ox" 


Fir das Folgende beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf eindimensionale 
Vorgiinge und betrachten den Dilatationsanteil der Spannungen. Wenn wir die 
Forderung stellen, daB nach jeder voriibergehenden Stérung des Gleichgewichtes 
die Spannungen, bzw. die Deformationen exponentiell auf ihren stationiren Endwert 
zuriickgehen, gelangen wir zwangsliufig zur Differentialgleichung : 


ee ett (#4 2) — FQ (3) 


Setzen wir nach beendeter Stérung die rechte Seite Null oder konstant, so erkennen 
wir, daB rt die Einstelldauer der Spannungen, die sogenannte Relaxationszeit darstellt, 
setzen wir die linke Seite plétzlich Null oder konstant, so ergibt sich ein entsprechender 
Einstellvorgang der Deformation. Geben wir die Deformation als Funktion der 
Zeit vor, so ist die Funktion f (¢) bekannt; durch Auflésen der Differentialgleichung 
erhalten wir dann den Verlauf der Spannung. Mit dem Ansatz 

Xga=—A (ie (4) 


12" 
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folgt endlich nach der Methode der Variation der Konstanten die Lésung: 


t t t 


; is r ) 0& / / / / (" , Oe 9 (t’) ‘ ; 
Kea \e-*- OF (99 my) x) ag at =p. )ena (tat +\ p.(t') 3 (5) 
ZOO 16 —co 
mit 
0& : Jo tt 4 ribs ee 
Cnay Gx? G1 (0). cee Oe >. ea Cee eee (6) 


Das erste Integral der rechten Seite ist mit dem Boltzmannschen Nachwirkungs- 
integral identisch, das zweite bringt den EinfluB der inneren Reibung zum Ausdruck. 
Die Funktion g, wurde von Boltzmann als _ ,,Erinnerungsfunktion~ eingefiihrt. 
Sie bedeutet sozusagen das Erinnerungsvermogen des Stoffes fiir vorangegangene 
Deformationen. Die Funktion g, stellt entsprechend die Erinnerung des Mediums 
an die vorangegangenen Deformationsgeschwindigkeiten dar. Wir sehen also, da} 
bei Gasen und Fliissigkeiten sowohl die vorangegangenen Deformationen, als auch 
die vorangegangenen Deformationsgeschwindigkeiten mit einem exponentiell mit der 
Zeit abklingenden Gewicht 


(hat 
é 
oS (7) 
nachwirken. 


Wegen der Symmetrie der Relaxationsgleichung beziiglich der Spannungen und 
der Deformationen konnen wir die Rechnung umkehren und entsprechend die Defor- 
mationen als Funktionen der Spannungen darstellen: 


1. CON ee OX ait , 
Cae dil Go | to X pa ra) dt (8) 


7 


mit | 


Pees (9) 


Ahnlich wie die Spannungen wirken demnach auch die Deformationen exponentiell 
nach. Die Kinstelldauer der Deformationen ¢, ist grundsitzlich von der der Spannun- 
gen zt verschieden, andernfalls wiirde namlich die Relaxationsgleichung zur Be- 
Cox 
ot 
nachweisen, daf das Verhiltnis ¢,/7 gleich dem Verhaltnis der Quadrate der Schall- 
geschwindigkeiten bei sehr hohen und sehr tiefen Frequenzen ist. 


: 7 ox a ‘ ; 
ziehung X, = A°e,, (also auch t = Ae ) degenerieren. Wir werden spiter 


Wenn wir Vorgiinge betrachten, die sich innerhalb von Zeitintervallen von der 
GroBenordnung der KHinstelldauer t+ wenig verindern, kann die Deformation 
und ihre zeitliche Ableitung innerhalb des Zeitintervalls, in dem die Erinnerungs- 
funktion auf Null abklingt, als konstant betrachtet und vor das Integral gesetzt 
werden: 


X,= (4° + j’ a Casi \ pea! dt’ = Ae, ». (10) 


Wir erkennen so, daB die GréBe 4° die Dilatationssteife fiir zeitlich langsam verinder- 
liche Vorgange bedeutet. Wollen wir auch die Dilatationsreibung fiir langsame Defor- 
mationen erfassen, so miissen wir die Naherung eine Stufe weiter treiben und bei 
der Auswertung des Integrals, da 4° immer sehr gro8 im Vergleich zu 4’ ist, auch 
das erste Glied °r va erfassen ; wiederholte partielle Integration des ersten Summanden 
des Integrals ergibt: 
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t 
SSC Sain —(t—t')/t 
e ’ Baeres ae e a) 
| te, gat = fe 906, |e Be, gd = 
—— OS) 
; B t e ttle 2° @2 
ats Beir ale Sty wise pM 
= A°e.,—\e ti Py = Cres ae \ ES ag €. 0h = 
é : eo 
= A%e,,— th? ap Can + TA aye Cae ++. (11) 


Wir erhalten also eine Taylor-Reihe in 1, die wir wegen der Kleinheit von 1 nach 
den linearen Gliedern abbrechen kénnen. Die Auswertung des ganzen Integrals (5) 
liefert daher: 


X y= he,, + (A — 1A) €»» + Glieder in 4’ rt und 4°72 usw. und solche 
hodherer Ordnung. 


(12) 


Die Konstante der inneren Reibung fiir langsam verlaufende Deformationen ist somit 
gegeben durch: Ay (Oyeniatehoigrgey (13) 


Wir vermerken, da8, wie schon Max well gezeigt hat, jede geschwindigkeitsproportionale 
innere Reibung als Ausliufer eines Relaxationsvorganges gedeutet werden kann. 

Fir die Schubspannungen, die bei Gasen und Fliissigkeiten durch die Zahigkeit 
hervorgerufen werden, verlauft die Rechnung vdéllig analog. Da die Zahigkeitsreibung 
auf die gaskinetische Diffusion des Bewegungsmomentes zuriickgefiihrt wird, ist die 
Relaxationszeit des Schubmoduls gréBenordnungsmiBig durch die Zeit zwischen 
aufeinanderfolgenden ZusammenstdBen eines Molekiils gegeben. Da dieses Zeit- 
intervall auferordentlich klein ist, kann die Relaxationszeit t vernachlassigt und 
die Zihigkeit als konstant angesehen werden. 


3. Die Uberlagerung mehrerer einfacher Relaxationsvorginge. 


Bisher haben wir angenommen, daB der Dilatationsanteil der Spannung sich mit 
einer einheitlichen Relaxationszeit einstellt; das ist aber selbst bei Gasen nie der 
Fall. Die Rotationsfreiheitsgrade haben vielmehr, wie wir wissen, eine bedeutend 
kirzere Einstelldauer als die Schwingungsfreiheitsgrade, und viele Gase wiederum 
weisen nicht nur eine, sondern mehrere innere Schwingungen auf, die sich nicht nur 
beziiglich ihrer Frequenz, sondern auch beziiglich ihrer Kinstelldauer voneinander 
unterscheiden. Im allgemeinen miissen wir daher auch den Dilatationsanteil der 
Spannungen in seine den verschiedenen Relaxationsvorgingen zugehdrigen Kompo- 
nenten zerlegen und schlieBlich die sich ergebenden Integrale addieren. Wir erhalten 
so das allgemeine Ergebnis: 


t 
— (t—?t’)/ty : a ; 
Xa = Si4 = = (4,9 | A, a) ees an: (14) 


v 


== OO 
Wie im einzelnen sich die GréBen 1,°, 4,’ auf die einzelnen Freiheitsgrade verteilen, 
kann nicht vorhergesagt werden. Wir wissen nur, da8 bei tieffrequenten Schwingungen 
oder sonstigen langsam veranderlichen Vorgiingen 
Pees, a= Sd, — cy Ay) — SA (= a 1) (15) 
mit 1 v 
4 (16) 


t, — Einstelldauer der Deformationsanteile 


die resultierende Steife, bzw. die resultierende Dilatationsreibung sein muf. 
Wir erkennen wieder, da jeder Relaxationsvorgang bei tiefen Frequenzen oder 
langsam veriinderlichen Vorgiingen eine konstante innere Reibung erzeugt. Allein 
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die Tatsache, daB die Molekiile ein Rotationsmoment aufweisen, mu daher bei tiefen 
Frequenzen zu einer Dilatationsreibung Anlafi geben. In praktischen Fallen machen 
sich allerdings, wie noch niher gezeigt wird, nur die lingsten Einstellprozesse bemerk- 
bar, weshalb wir bei Gasen und Flissigkeiten in der Regel nur einen einzigen 
Relaxationsvorgang beriicksichtigen mitissen, wihrend wir den tibrigen in Form einer 
konstanten. zusaitzlichen inneren Reibung Rechnung tragen konnen. 


4. Die Frequenzabhangigkeit der Elastizitéts- und Reibungskonstanten bei einem 
einzelnen Relaxationsvorgang. 


Fiir periodische, eindimensionale Vorgiinge vereinfacht sich die Relaxations- 
gleichung (§ 2, 3) zu: 


2 + jor = 
Xea= rane Cay = Alene (17) 
Damit ist der Frequenzgang der Dilatationssteife 2, (@) und der Dilatationsreibung 
A, (w) bei einheitlicher Relaxationszeit bestimmt; wir erhalten: 

= : Moti wn 2 + wd t ; VN —Met 

A= dy (@) +9 Ay (@) = Lijon + alee PPO pe ak ae (18) 


Weiterhin ist es zweckmaBig, eine Relaxationsfrequenz durch die Beziehung 
We =) DO ge hE (19) 
zu definieren und die Frequenz durch die auf die Relaxationsfrequenz bezogene 


,normierte Frequenz‘‘ auszudriicken: 


Q= > =fif,=ort. (20) 


Wo 


Die komplexe Dilatationssteife nimmt dann folgende Form an: 


= nlvehs AMipa a tam ghee Q 
A= 1+ Q g (At — &°) ype (21) 
Man kann leicht zeigen®, da der erste Summand im wesentlichen mit dem mit der 
Dichte multiplizierten Quadrat der Schallgeschwindigkeit identisch ist. Bezeichnen 
wir die Schallgeschwindigkeit bei sehr tiefen Frequenzen mit ¢), bei hohen Frequenzen 


mit c.., so folgt aus der letzten Gleichung: 
A= 06,0) A [eS Obs SA? (AA) a Gee, (22) 


Da der Stoff mit zunehmender Frequenz steifer werden mu, ist die Einstelldauer 
der Deformation ¢t, immer groBer als die der Spannungen. 


Mit den Werten (20) erhalten wir: fiir die komplexe Dilatationskonstante: 


> beeen 
R = 0 C 2 mie | 5 2 2 Q 6 
“0 ee Oe -)e@ (Coo Co’) Sas (23) 


Die groBten bisher in Gasen und Fliissigkeiten gemessenen Dispersionen sind etwa 
10%; wir diirfen daher, ohne einen nennenswerten Fehler zu begehen, 


Coo” — 00° = (Coo + 0) (Coo — Cy) 2 ¢ Ae, 


Cc 2 ¢2 + ¢,2 
Osi Baie, ac (24) 


Co” Co 


* Die Theorie der inneren Reibung in Gasen und Flissigkeiten und die Schallabsorption. 
Physica Acta Austriaca 2, 149 (1948). Die innere Reibung in Gasen und Flissigkeiten. Maschinen- 
bau u. Warmetechn. 3, 7 (1948). 
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setzen und erhalten das Ergebnis: 


an V+ tl 2 2 ee) 2 2 Ae Q 

A= Q Cy tae +70 Coy 4 Ge (25) 
ee 1 + (1 + 2 Ae/c) 22 ~ 2 Ac Q 
mig adil re ot [a + oir op Re Ge esl: 
=A,(1 +9. ..). 


Bei der Berechnung von 7 konnte der Realteil von 4 mit geniigender Naherung 
durch @ c,? ersetzt werden. Abb. 2a zeigt den Verlauf des Realteiles der Elastizitats- 
konstanten oder, was damit gleichbedeutend ist, den Verlauf des mit der Dichte 
multiplizierten Quadrates der Phasengeschwindigkeit ebener 
Schallwellen. Charakteristisch fiir die Kurve ist der Wende- 
punkt bei 2 = c,/c,,. Abb. 2b stellt den Verlustfaktor 4, der 


Elastizititskonstanten 4 dar, bzw., wie man leicht zeigt, die 
durch z dividierte Schalldimpfung (Neper) je Wellenlange 
(vgl. Innere Reibung und Materialverluste I). Im logarith- 
mischen Mafstab ergibt sich eine Glockenkurve, deren 
Maximum bei der Frequenz 2 = 1 oder w, = 1/1 liegt. Die 7// 
Hohe des Maximums ist 
2 Ac/e, 2 

( 1 mare se = Ac/eg; 
sie steht in einfacher Beziehung zur Dispersion Ac/c, des o 
Mediums. Einer maximalen Dispersion von 8°, beispiels- ” 
weise entspricht demzufolge eine maximale Schalldimpfung 
je Wellenlainge von 0-08 a = 0:25 Neper. 


(26) 


Abb. 2c zeigt den Verlauf der Reibungskonstante Abb. 2. Theoretischer Ver- 
‘ lauf der Dilatationssteife 
2A ’ 
A, (ow) = = = 5 an , (27) ihres Verlustwinkels und 
i ; der Dilatationsreibung in 
Ihr Grenzwert fiir tiefe Frequenzen ist gegeben durch: Abhangigkeit von der auf 
: die Relaxationsfrequenz be- 
Ay (0) = WM = 72: Ac/eg; (28) zogenen Frequenz. 


er wird um so kleiner, je kleiner die Relaxationszeit ist. 
Bei der Ziahigkeitsreibung liegen die Verhaltnisse insofern anders, als der Real- 
teil des Schubmoduls bei tiefen Frequenzen Null ist. Die Rechnung ergibt: 


a 


= ww T, jo Bmctiss 
1 + w* 7,? 


ot 1+ wt? " NS oe (2 


nO) 


Wegen der Kleinheit der Zahigkeit und der Relaxationszeit konnte hier der Real- 
teil vernachlassigt werden. Wegen der fehlenden Schubsteife tritt die Relaxationszeit 
im Zahler der Schubreibung nicht mehr auf, so daB die Zahigkeit trotz ihrer kleinen 
Relaxationszeit groBe Werte annehmen kann. 


SchlieBlich la8t sich die Dispersion noch durch den Beitrag der ausfallenden inneren 
Schwingungen zur spezifischen Warme ausdriicken. Bezeichnen wir mit x, das Ver- 
haltnis der spezifischen Warmen fiir konstanten Druck C’, und konstantes Volumen Cy 
bei der Frequenz 0, mit zoo ihr Verhiiltnis bei der Frequenz unendlich, so folgt mit 
C,=C, +R (R= Gaskonstante) aus der bekannten Formel fiir die Schall- 
geschwindigkeit : 

C= x Pp / Q, 


168 E. Skudrzyk: 


Coo + R QO,+ ff 
C2 = ¢)? = (een — Mel Pe — ( ie =a 6. ) ple. (30) 


Cy — Coo AC 
= R(“5) plox Re ple 


mit 

C, = C, Cro eee = AC, 
worin AC die spezifische Warme der ausfallenden Freiheitsgrade und R die Gas- 
konstante darstellt! Da die spezifische Warme aus Ultrarotspektren bekannt ist, 
kann der Absolutbetrag des Maximums fiir die meisten Gase aus spektroskopischen 
Daten berechnet werden. 


5. Frequenzabhingigkeit der Elastizitats- und Reibungskonstanten bei der Uber- 
lagerung mehrerer Relaxationsvorgange. 


Treten mehrere Relaxationsvorginge gleichzeitig auf, so lautet die Gl. (14) ent- 
sprechende periodische Lésung: 


“ Aye =e y 2) A 14 Pes (1 ate 2,7 ty/[Ty) < Agi (5/t = 1) 
A= . l+jot, = 5 (4 1+ 2,? t 7 2, 14+ 2; (31) 
mit 
2, = 5 = Om te AL (32) 


vo 


Es ist zweckmaBig, auch hier wieder die zugehérigen Dispersionsanteile einzufiihren: 


@ (Coo? — 0") Acy 
ee ee (33) 


Ac.|¢o = “> (telt — 1). 


Setzen wir diesen Wert in die obige Gleichung ein, so erhalten wir: 


Also ist 


a (1 + 2,7 (1 + 2 Ae,/e,) ; 2 Cy Ac, 

A= D> (a = ue 2,2 : j Q, 1 ~ oie (34) 
Die Dilatationssteife, bzw. die Dilatationsreibung fiir tiefe Frequenzen ist somit: 

Ma SIS N= De SAS 2D ee (35) 


6. Der Einflu8 der Warmeleitung in Gasen und Fliissigkeiten. 


Wenn wir ein Gas oder eine Fliissigkeit zu Schwingungen anregen, so werden 
zwischen den komprimierten (erhitzten) und dilatierten (abgekiihlten) Stellen des 
Stoffes Warmestr6mungen hervorgerufen, die ihrerseits zu Phasenverschiebungen 
zwischen Druck und Deformation und damit zu Energieverlusten AnlaB geben. Diese 
Energieverluste sind offenbar eine reine Folge der Dilatation, bzw. Kompression: 
der entsprechende Verlustfaktor kann also nur dem Dilatationsmodul angehéren. 
Auf Grund der bekannten klassischen Theorie der durch Warmeleitung bedingten 
Schallabsorption kénnen wir den thermisch bedingten Verlustanteil des Dilatations- 
moduls ohne weiteres hinschreiben®: 


Cy — CC a) x— Il 
D v, 
Nn = D Cc ol 2 
v Q Co Q Co 


@; (36) 
mit D = Temperaturleitzahl, 


x = C,/c, Verhaltnis der spezifischen Wirme bei konstantem Druck und 
konstantem Volumen c¢,, 


Cy = Schallgeschwindigkeit ; 
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er ist der Frequenz proportional und entspricht in dieser Eigenschaft einer idealen 
Dilatationsreibung. Die Reibungskonstante ist: 


; A 
Ay ther Nth ate = D-: (x — 1), (37) 


Die im folgenden Abschnitt naiher beschriebenen Tabellen enthalten unter anderen 


Daten auch die thermisch bedingte Dilatationsreibung fiir einige Gase und Flissig- 
keiten. 


c) Experimentelle Ergebnisse fiir Gase. 


Da bei Gasen die Zihigkeit als frequenzunabhingig und bekannt angenommen 
und ihr EinfluB auf die MeBergebnisse eliminiert werden kann, erméglichen Messungen 
der Phasengeschwindigkeit und der Dampfung von Schallwellen eine sehr genaue 


277. 


920 


Qu 


QO 2 4 6 W 20 40 100 200 400 KH; Go & 0 12 bh 


Abb. 3. Verlustfaktor der Dilatationssteife fir Abb. 4. Die Relaxationsfrequenz von Kohlen- 
trockenes Kohlendioxyd (nach Fricke) und  dioxyd in Abhiangigkeit vom Fremdgasgehalt 
seine Zerlegung in zwei Relaxationskurven (1) H, (2) H,0, (3) H,S, (4) C,H;CHs, (5) CH,0H 

(nach Pielemeyer). und (6) CH,0H, nach Knudsen und Fricke. 


Bestimmung des Real- und Imaginarteiles der Dilatationssteife. Die Literatur ent- 
halt eine Fiille von Ergebnissen‘, die nahezu ausnahmslos zu einer sehr befriedigenden 
Ubereinstimmung mit den theoretischen Werten fihren. 


Abb. 3 zeigt als besonders interessantes Beispiel den Verlauf des Verlustfaktors 
von Kohlendioxyd nach Messungen von Fricke. Die Glockenkurve ist hier leicht 
verzerrt und la8t sich, wie Pielemeier’ gezeigt hat, als Uberlagerung zweier zu 
den Relaxationsfrequenzen von 17 und 35 kHz gehorender Relaxationskurven deuten. 
Tatsichlich wurde das Auftreten einer zweiten Relaxationszeit durch Messungen 
bei verschiedenem Feuchtigkeitsgehalt einwandfrei bestatigt. Die MeBergebnisse 
erweisen sich in hohem Grad von Fremdgasbeimengungen abhangig*. Knudsen 
und Fricke® haben nachgewiesen, dali diese Beimengungen eine wesentliche Ver- 
kiirzung der Relaxationszeiten zur Folge haben, so daB sie zwar nicht den Betrag 
des Maximums der Glockenkurve, dafiir aber seine Frequenzlage wesentlich beein- 
flussen. Abb. 4 zeigt die Abhangigkeit der Relaxationsfrequenz von Kohlendioxyd 


7 W. H. Pielemeyer: Supersonic measurements in CO, at O to 100°C. J. acoust. Soc. 
Amer. 15, 22 (1943). 

8 —. F. Fricke: The absorption of sound in five triatomic gases. J. acoust. Soc. Amer. 12, 
245 (1940). — M. H. Wallmann: Die Einstelldauer der Schwingungswiarme in CO, in Abhangig- 


keit von Fremdgaszusaétzen und vom Druck. Ann. Physik 21, 337 (1934). — A. Eucken und 
L. Kiichler: Zur Frage der StoBanregung intramolekularer Schwingungen. Z. techn. Physik 19, 
517 (1938). 


9 V.O. Knudsen und E. F. Fricke: Absorption of sound in carbon dioxyde effects of 
impurities. J. acoust. Soc. Amer. 9, 273 (1938). 
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Tabelle 1. Die innere Reibung in Gasen (nach Messungen von Curtis, 
GroBmann, van Itterbeck-Mariens, van Itterbeck-Thys, Pielemeier, 


Schmidtmiller). 
Oh EO eee eee 
Frequenz | Dichte bes 2 A, 2 a 102 
Ge kHz 0. 108 re os ery Benowen 
ite Le: US ODA ee ee eee ee 
Jelelitetiay odoadacsc don 250 0°163 122 | 947 109 
590 747 | 
1000 | 600 | 
A<ohlenoxyel eisrsreieteet- 304 LTBI Nix 14°9 | 88 ee 
Kohlendioxyd....... 0—100 1°85 776 | 1000—70001° 2716 
1215 | 80—500 
1408 | 
TRUE events. onscreen rons 0—50 1126) 15 | 34— 2000. 8 
1170 
1200 
1400 
INIGOMy ie Wee eateior. 304 0°84 37 167 33°4 
IPropanerieiscsntete - nro. 0—100 1°9 4°2 10°3 0-7 
SauUersbOtiensine int 0—50 1°33 i 250—8500?° 8°14 
3 650 9 
1170 4 
1220 | 
Schwefeldioxyd ..... 64 2°73 4°4 380 1°81 
100 450 
180 | 270 
Stickoxyd.. ven estes 600 1°25. Corser sD 74 
Strekstoti peer icra 0—100 1g 14°9 8°0 
Wasserstoff......... 300 0°084 105 1800 58°6 
600 178 


in Abhingigkeit vom Prozentsatz verschiedener Fremdgasbeimengungen" *. Tab. 1 
bringt eine Gegeniiberstellung der Zahigkeits- und Dilatationsreibung fiir Gase, in 
welcher der nach der klassischen Stokes-Kirchhoffschen Theorie berechnete thermische 
Anteil der Dilatationsreibung gesondert aufgezihlt wird. Wir entnehmen ihr, da 
mit Ausnahme von Stickstoff nahezu alle Gase bei tiefen Frequenzen eine beachtliche 
Dilatationsreibung aufweisen, so da ihr Verhalten weit von dem eines idealen Gases 
abweicht. Selbst bei den Edelgasen ist A, + 0; ihre hohe Dilatationsreibung diirfte 
auf ein durch die Rotationssymmetrie der Edelgasatome begiinstigtes Aneinander- 
kleben als Folge der van der Vallschen Krafte zuriickzufiihren sein. Besonders groB 
ist die Dilatationsreibung von Kohlendioxyd und Sauerstoff. Hier kann die Dilatations- 
reibung die Zahigkeitsreibung um einen Faktor zwischen 10 und 1000 iiberwiegen. 
Bei hohen Frequenzen, wo die Relaxationszeit gro8 zur Schallperiode ist, so dak 
die inneren Schwingungen nicht mehr nennenswert durch die Schallbewegung beein- 
flu8t werden, nimmt dann die Dilatationsreibung [vgl. Gl. (27)] umgekehrt dem 
Quadrat der Frequenz ab und die Zihigkeitsreibung gewinnt schlieBlich das Uber- 
gewicht. 


d) Hxperimentelle Ergebnisse fir Flissigkeiten. 


Auch bei Fliissigkeiten wurden in einigen Fallen Relaxationskurven beobachtet. 
In allgemeinen sind aber hier die inneren Schwingungen infolge des engen Abstandes 
der Molekiile offenbar so fest miteinander gekoppelt, daB sie stark gedimpft er- 
scheinen und die Relaxationsfrequenzen auBerhalb des heute zugiinglichen Ultra- 


10 Je nach Feuchtigkeitsgehalt. 


4 W. Kuhl und E. Meyer in: Die Schallabsorption in Wasser und Die Widudoe@ithinch thele: 
stoffe von EK. Meyer (in Vorbereitung). 
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schallbereiches oberhalb 10% Hz liegen. Da8 auch in Fliissigkeiten immer Relaxations- 
vorginge auftreten, geht eindeutig aus den grofen Werten der Dilatationsreibung 
hervor, die, aufer beim einatomigen Quecksilber, die Zahigkeitsreibung um mehrere 
GréBenordnungen iibertrifft. Einige der MeBergebnisse sind in Tab. 2° wiedergegeben. 
Beim Schwefelkohlenstoff beispielsweise, der ersten der angefiihrten Fliissigkeiten, 
ist die Dilatationsreibung etwa 2000mal gréBer als die Zihigkeitsreibung. Fiir Wasser 
sind Dilatations- und Ziahigkeitsreibung von der gleichen GréBenordnung, fiir das 
einatomige Quecksilber ist die Dilatationsreibung wie fiir ein ideales Gas nahezu Null. 
Tatsaichlich weiB man, da Quecksilber gaskinetisch einem idealen Gas sehr nahekommt. 


Tabelle 2. Innere Reibung in Fliissigkeiten (nach Messungen von Willard, 
Biquard, Fox und Rock, Skudrzyk). 


Flissigkeit Frequenz MHz Dichte o a . 108 J . 103 sere 110? 
| 
Schwefelkohlenstoff .... 6°6 1°26 2°8 5700 0°39 
BY TEN oh ac ca SB 66 10°3 0°87 81 900 0°39 
Tetrachlorkohlenstoff .. . 6°6 10°3 1°59 63 220 0°39 
Azethylenchlorid ....... 66 = 10°3 1:26 | 3°2 220 0°28 
CIORGLORIN a se er whe caus 6:6 10:3 1:49 | SPy/ 180 0°28 
PROP DOM. an x a clea ste « 10,3 0°88 15°9 120 0°28 
INibrobeRnzO! oes. 66 = 10°3 LSD, 16°7 110 0°33 
Methylazetat .......... 8 0°93 4°] 90 0°38 
UNG CN fg er Re pee ee 66.8 10:3 | 0°86 6°8 80 0°33 
NEON OUD oR lcs bye. tase 66 10°3 0°86 6°4 79 0°25 
Athylazetat ....<...... 10°3 090 | 46 76 0°21 
Athylalkohol .......... 66 10°3 0°79 13°9 50 0°25 
NVGHSORS oc cera ot. tee cls 0°05—1°0 1 10 47 0°08 
8—80 17 

PASROb OG kas etd ciao lavas « 6:6 71033 0°79 3°8 46 0°43 
Methylalkohol ......... 6627, 1023 0:79 | 70 46 0°25 
Qrecksilhers sas a: = -s,< 5 « 54 13°6 11) 0 ice 


Bei Gelen konnten auch groBere Relaxationszeiten der Zahigkeitsreibung beobachtet 
werden!®. Gele sind namlich dadurch ausgezeichnet, da sich einige der Molekiile 
zu einem lockeren Geriist zusammenschlieBen, zwischen dem die Flissigkeit hindurch- 
flieBt. Dieses Geriist baut sich relativ langsam auf, so da Relaxationszeiten von 
der GréBenordnung einer hundertstel Sekunde ohne weiteres moéglich sind. 


§ 3. Die elastische Nachwirkung fester Korper. 


a) Rein mechanische Nachwirkung. 


Wahrend bei Fliissigkeiten und Gasen die Relaxationsvorgange streng exponentiell 
verlaufen oder sich zumindest aus einigen wenigen exponentiell verlaufenden Einzel- 
vorgingen zusammensetzen, gehorchen die Relaxationsvorginge fester Kérper anderen 
‘Gesetzen. Bei Buna S beispielsweise wichst die Deformation e eines Materialstreifens 
nach W. Kuhl beim Anlegen einer konstanten Spannung mit der Zeit nach dem 
Gesetz 

ade 
oder 
e=e(1+aln?t). 


12 &, G. Richardson: Vortrag an der Technischen Hochschule in Wien. 
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Hierin bedeutet e, die Dehnung eine Sekunde nach Auflegen der Spannung, a eine 
Konstante, ¢ die Zeit. Diese Formel gilt fiir simtliche Werte der Zeit mit Ausnahme 
der dem Auflegen der Spannungen unmittelbar folgenden Intervalle. Die Deformation 
wachst also stetig mit der Zeit, so daB ein stationirer Gleichgewichtszustand nie er- 
reicht wird. Entfernen wir die die Dehnung hervorrufenden Krafte, so kriecht der 
Streifen nach dem Gesetz 


t 
e= 0-02 eg4/). 4 (2) 


€, — Dehnung vor Abnahme der Spannungen, 
tz — Zeitdauer der Belastung des Streifens, 
t = Zeit nach Abnehmen der Spannungen, 


in seine Ruhelage zuriick. Da die Belastung nie zu einem stationaren Endzustand 
fiihrt, hangt die Deformation nach der Entspannung des Streifens auch von der Zeit- 
dauer der Belastung ab. 

Kohlrausch® fand bei kurzer Dauer der primaren Deformation fiir zahlreiche 
Stoffe das Gesetz: . el es 


3S oder e = konst./¢’, (3) 


das wieder fiir die der Belastung unmittelbar folgenden Zeitintervalle nicht gilt. 
Wenn die Zeit in Minuten gemessen wird, liegt a bei den meisten Stoffen zwischen 
1/6 und 1. Derselben GesetzmaiBigkeit folgend soll sich auch die Annaherung an den 
Endzustand vollziehen, wie er bei einer plotzlich einsetzenden Kraft oder einer plotz- 
lich einsetzenden Deformation eintritt. 

Auch das elastische Verhalten fester Korper kann man als Uberlagerung 
exponentieller Relaxationsvorginge, wie wir sie bei Gasen und Fliissigkeiten kennen- 
gelernt haben, darstellen. So fiihrt man die elastische Nachwirkung auf eine Summe 
monoton wachsender e-Funktionen zuriick und umgeht die Notwendigkeit, das Ver- 
halten jedes Stoffes durch ein eigenes Nachwirkungsgesetz zu beriicksichtigen. Aller- 
dings hat dieses Verfahren oft nur formale Bedeutung. 

Fiir die Rechnung gehen wir von der Gleichung 


t 
ay te) hey 3 
Kies 2 le —— (Ay? + Ae’ aor) e (¢") at (4) 


v / 


aus, setzen sodann 


Ay® = gy (t) dt, Ay! = Ay? t (t) = b(t) gy (4) de 


mit : iid idee 
ie) = Zs 
und ersetzen die Summe durch das Integral: 
T=COT 
oer \ Me has : (a (t) + > (1) 3) e (t') dt’ dr (6) 
rie == 60 
= 1 (t') e (t’) dé? + \o2 (t’) a e (t') dt’ 


mit 


co 
Y pata) 1% —(t—t’)/t 
! € e 
i= ject 


5 Pilh) ee Oe ee z Jo (t) dt. (7) 
0 


8 F. Kohlrausch: Pogy. Ann. 119, 337 (1862); 128, 1 (1866); 158, 337 (1876). 
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Im letzten Integral bedeutet g,(r) die Dichte der Relaxationsvorgiinge im Inter- 
vall dt = 1, ¢(t) die Kinstelldauer der Deformationen in Abhingigkeit von der der 
Spannungen, ¢, (¢’) und g, (¢’) die Erinnerungsfunktion des Stoffes fiir vorangegangene 
Deformationen, bzw. Deformationsgeschwindigkeiten. Da ferner [vgl. Gl. (2, 33)] 

ty 2 Ac, 


ee = ae +] (8) 
wegen der Kleinheit der durch die MefSergebnisse erwiesenen Dispersionen nur un- 
wesentlich von 1 abweicht, mu’ die Erinnerungsfunktion fiir die Deformations- 
geschwindigkeit, abgesehen vom 

Faktor ¢ ~ t praktisch gleich der 4 49/7 , 

EKrinnerungsfunktion fiir die Defor- 
mation, das heiBt g, (tr) = tg, (7) 
& TG, (Tt) sein. 


300 


200 
Wenn wir sowohl g, (t) als auch 


92 (t) als freie Funktionen auffassen, 
kann die theoretische Kurve mit 
jeder gewiinschten Genauigkeit den 
MeBergebnissen angepaBt werden. % il eh Bee LT ed 
Trotzdem ist diese fiir die innere 

Reibung erweiterte Boltzmannsche 
Methode nicht von der allgemeinst 
modglichen Form. Denn die ihr 
zugrunde liegenden Relaxations- 
gleichungen enthalten nur die 
ersten zeitlichen Ableitungen und 
werden daher nur sehr beschrink- 
ten Spezialfallen gerecht; im all- 
gemeinen werden dann eben auch 
die durch die obige Darstellung ein- 


100 


gefiihrten Erinnerungsfunktionen 10 700 7000 70000 
von der Vorgeschichte der Bewe- ic 
gung abhiingen. Abb. 5. H-Modul (= 3facher Schubmodul) und Ver- 
. lustfaktor des Schubmoduls fiir Buna 8S 
Eine strenge Behandlung der (nach E. Meyer und W. Kuhl). 


elastischen Nachwirkung, die allen 

auftretenden Fallen geniigt, ist nur iiber den Umweg der Fourier-Zerlegung des zeit- 
lichen Verlaufes der Spannungen, bzw. der Deformationen méglich. Man schiebt auf 
diese Art sozusagen die Verantwortung fiir die Vorgeschichte der Bewegung auf die 
Fourier-Komponenten ab und erreicht so, da simtliche elastischen Eigenschaften 
des Stoffes durch zwei komplexe frequenzabhingige Elastizitatskonstanten erfaBt 
werden kénnen. Die Mannigfaltigkeit der Boltzmannschen Nachwirkungsfunktionen, 
die wir a priori zulassen miiBten, reduziert sich fiir diesen Fall auf ein einziges Paar 
je Elastizititskonstante. 

b) Mefergebnisse fiir Buna 8. 


Fiir die gummielastischen Stoffe ist die Querkontraktionszahl m nur wenig von 2 ver- 
schieden. Wie ein Blick auf die Tabelle in der Arbeit ,,Innere Reibung I‘‘, 8. 372 lehrt, 
verhalten sich hier Schubmodul, H-Modul und Plattenmodul wie die Zahlen 1: 3: 4, 
wiihrend ihre Verlustfaktoren iibereinstimmen und so mit denen des Schubmoduls 
identisch sind. Schallgeschwindigkeits- und Schalldimpfungsmessungen an diinnen 
Streifen oder Platten liefern daher die zweite Lamésche Elastizititskonstante, das 
hei&t den Schubmodul und dessen Verlustfaktor. 
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Abb. 5a zeigt den gemessenen Verlauf des Realteiles't des E-Moduls und des 
Verlustfaktors in Abhingigkeit von der Frequenz in logarithmischem MaBstab: Die 
Steife wachst mit zunehmender Frequenz um etwa 33% je Frequenzdekade, die 
Me8punkte liegen auf einer Geraden und gehorchen der Beziehung: 


G, — 4% = 27-6 - fos kg/em*. (9) 


Da die Steife stark mit der Frequenz zunimmt, kann es sich hier nur um einen 
Nachwirkungsvorgang handeln. Der Verlustfaktor! (Abb. 5b) ist bei tiefen Frequenzen 
(0:2 Hz bis 70 Hz) zunichst konstant und von der GréBenordnung 01, wiachst aber 
dann mit der Frequenz um 115% je Frequenzdekade. 

Fassen wir den Nachwirkungsvorgang als Uberlagerung elementarer Relaxations- 
vorginge auf, so laBt sich beispielsweise der Verlustfaktor abschatzen, wenn die 
Dispersion und ihr Frequenzgang gegeben sind. Den Messungen entnehmen wir, 
daB die Dispersion je Frequenzdekade etwa 20°, betragt; ihr entspricht nach (2, 26) 
ein maximaler Verlustfaktor von 

Nn Yu dcie= OG, (10) 


Natiirlich handelt es sich hier um eine rohe Abschatzung. 

Bringt man eine Bunaprobe in den Druckbauch einer stehenden Welle in einem 
in seiner Resonanz-angeregten Rohr, so kann aus der Frequenzverschiebung und der 
Halbwertbreite der Schwingung der Kompressionsmodul (allseitig gleichmaBige 
Kompression!) und dessen Verlustfaktor bestimmt werden. Wegen m = 2 fallt der 
Verlustfaktor des Kompressionsmoduls mit dem der Laméschen Dilatationskonstanten 
zusammen. Solche Messungen wurden von E. Meyer und W. Kuhl bei 1200 und 
bei 7500-Hz -durchgefiihrt™: Die gefundenen Werte der Kompressibilitat waren 
frequenzunabhangig und von der GroBenordnung der Kompressibilitaét des Wassers. 
Als Verlustfaktor ergab sich 7, = 0°03, bzw. 7, = 0°08. SchlieBlich liegen noch Be- 
obachtungen im Megahertzbereich vor, die eine ahnliche Kompressibilitat und Werte 
von der GréBenordnung 0°1 erbrachten. Dieses Beispiel veranschaulicht, da Schub- 
und Dilatationskonstante, bzw. ihre Verlustwinkel voneinander véllig unabhangig 
sein kénnen, denn wahrend der Schubmodul und sein Verlustwinkel standig mit der 
Frequenz zunehmen, bleiben die Lamésche Dilatationskonstante und ihr Verlust- 
winkel praktisch von der Frequenz unbeeinfluBt. 

Vom molekulartheoretischen Standpunkt ist das Auftreten groBer Relaxations- 
zeiten im Schubmodul fiir Gummi charakteristisch. Es entspricht der Tatsache, 
daB sich die Riesenknaiuelmolekiile nach und nach unter der Schubbelastung abwickeln 
und nachgeben. Bei der reinen Kompression, die den Stoff von allen Seiten gleich- 
maBig beansprucht, konnen sich die Kniuelmolekiile nicht mehr abwickeln, sondern 
werden nur ein wenig zusammengedriickt. Gegeniiber allseitig gleichmaBiger 
Kompression verhalt sich Gummi fast so steif wie Eisen; sein Laméscher Dilatations- 
modul tiberwiegt den Schubmodul nahezu um das 100fache. Entsprechend sind die 
Relaxationszeiten im Dilatationsmodul und damit auch die Verluste wesentlich kleiner 
als im Schubmodul. Vom mechanischen Standpunkt stellen gummiartige Stoffe 
infolge ihrer im Vergleich zur Dilatationssteife sehr geringen Schubsteife ein Mittel- 
ding zwischen Fliissigkeiten und festen Korpern dar. 


c) Die durch thermische Vorgtnge ausgeléste innere Reibung und elastische Nachwirkung. 


Bei guten Warmeleitern wird oft ein wesentlicher Anteil der inneren Reibung 
durch Relaxationsvorgiinge ausgelist, die ihrerseits durch Warmestrémungen zwischen 
komprimierten und dilatierten Stellen hervorgerufen wurden. Bei festen Korpern 
konnen dreierlei Ursachen fiir thermische Verluste verantwortlich sein. 
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1. Kine thermisch bedingte Daimpfung als Folge der Wirmeleitfiihigkeit bei unendlich 
ausgedehntem Medium. 


Bei Dilatationsschwingungen unendlich ausgedehnter wiirmeleitender Stoffe oder 
bei Longitudinalschwingungen von Stiben und Platten wird durch die Warme- 
stromungen wie bei Gasen und Fliissigkeiten eine Dilatationsreibung erzeugt. Setzen 
wir die Zahlenwerte fiir Aluminium oder Eisen in Gl. (2, 36) ein, so finden wir aller- 
dings, da diese Art der Diimpfung erst im héheren Megahertzbereich nennenswerte 
Werte annehmen kann, wo der Einflu8 der Schallstreuung an den inneren Inhomogeni- 
taiten des Gefiiges alle anderen Einfliisse bereits zu tiberdecken scheint. 


2. Der thermische Verlustfaktor transversal schwingender Stabe und Platten. 


Bei zu Biegeschwingungen angeregten Stiben und Platten ist bei tiefen Frequenzen 
ein wesentlicher Anteil der Dimpfung auch auf den Temperaturausgleich zwischen 
den beiden Oberflaichen des Materials zuriickzufiihren. Da hier die Entfernung zwischen 
den dilatierten und komprimierten Stellen, die Plattendicke, im Vergleich zur Wellen- 
lange sehr klein sein kann, treten durchaus beachtliche thermische Effekte auf. 

Fiir die Berechnung des thermisch bedingten Verlustfaktors eines zu Biege- 
schwingungen angeregten Stabes geht man von der folgendermaBen formulierten 
Schwingungsgleichung eines Stabes aus": 
es eM 
ot? ex" 
€ = Auslenkung, 


m == 0) (11) 


M = Biegemoment, 
m = Masse je Langeneinheit, 
und zerlegt das Biegemoment in zwei Anteile, in einen rein isothermen: 
ere 
Gg? 
mit J = Tragheitsmoment des Querschnittes, bezogen auf die neutrale Ebene, 
E = Elastizitatsmodul, 


wie er durch die elementare Bernouillische Biegetheorie gegeben ist, und einen durch 
die thermische Ausdehnung, bzw. Verkiirzung der komprimierten und dilatierten 
Stabseite bedingten Anteil: 


M,=E£EI- (12) 


M,=( aa), \ Ty dy. ug) 


a = Stabdicke, 
T = Temperatur, 


X = Spannung. 


Der Faktor vor dem Integral, die Ableitung der Spannung nach der Temperatur 
bei konstant gehaltenem Warmeinhalt, ist eine Stoffkonstante; die durch die Biege- 
schwingung ausgeléste Temperaturerhéhung folgt aus der Warmeleitungsgleichung : 


eo" DET set by (14) 


ot 02? Con 1b 


14 Cl, Zener: Internal friction in solids. Physic. Rey. 52, 230 (1937). 
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D = Aloc, = Temperaturleitzahl, 
A = Warmeleitzahl, 


iat “pe - [2 3 
0 C, = spezifische Warme je cm’. 


Das erste Glied der rechten Seite stellt die durch Einstrémen in das Einheitsvolumen 
erzeugte, das zweite die durch die Dehnung des Stabes ausgeléste Temperaturerh6hung 
dar. Fiir die Lésung entwickelt man die Temperatur in eine Fourier-Reihe nach der 
Koordinate y senkrecht zur neutralen Ebene und findet so, da8 auf Grund der Rand- 
bedingungen nur ungeradzahlige harmonische Glieder in Betracht kommen und daB 
auf Grund der Differentialgleichung (durch Bestimmen der Amplituden) nur das 
erste Glied der Reihe Bedeutung hat, wahrend alle iibrigen vernachlassigt werden 
konnen. Mit Hilfe einiger in der Thermodynamik abgeleiteter Beziehungen zwischen 
den verschiedenen Differentialquotienten erhalt man schlieBlich fiir den Verlustfaktor 


des Dilatationsmoduls das Ergebnis: 
EB el Ei. Wy W 


TE E. wo? + Wo" ? 


1s 


wy = (ala)? D; (15) 


Eq = adiabatischer Elastizitatsmodul, 


E.. = isothermer Elastizititsmodul, 


der thermische Verlustfaktor ist demnach ahnlich gebaut wie der Verlustfaktor 
einfacher Relaxationserscheinungen. Fihrt man die Rechnung im einzelnen durch, 
so findet man weiter, daB die thermischen Verluste (ahnlich wie die Zahigkeitsreibung) 
auf den Realteil der Dilatationskonstanten keinen nennenswerten EinfluB haben. 


ad ky 


E.. 

fiir eine Reihe von Metallen, in der dritten die Temperaturleitzahl, in der zweiten 
das Maximum des thermischen Verlustfaktors (das unabhiingig von der Plattendicke 
ist), in der Spalte 4 die Relaxationsfrequenz /, eines 1 cm dicken Stabes. Fiir die 


Dicke d ist die Relaxationsfrequenz 


Tab. 3 bringt in der ersten Spalte eine Zusammenstellung der Werte 


fa gegeben durch: Tabelle 34. 
— /2 i | 
fa fold ° (16) eee | Geraneratar Relaxations- 
; ‘ ; Verlustfaktor | Lat frequenz fiir 
Aus einem Vergleich zwischen dem Metall d. E-Moduls | Leitzahl | 4 om stabdicke 


Maximum des thermischen Verlust- "max : # Hz 


faktors mit den iibrigen Verlust- 
anteilen der Dilatationskonstanten [V8 ------ tole: 
W 0°0008 0°65 1-02 
O001l4 0-068 07107 
A ee. ous 0°0015 0°243 0°37 
a bee . 0°0017 PE7O 1°84 
3 Messing + + gem 00018 | 0°12 O°187 
(0 725 "/m- ber.) 070020, 0°240 0°376 
00024 | 0237 |. 0°356 
: Bp apeee 0°0024 O17 0°266 
0°0029 07152 0°237 
070030, | 1°13 1:77 
7 2 3 0°0034 1:74 2°72 
Q7 7 5 1 200000, ee EO RS ae 00040 = 0°381 0°60 
rf i Sena. ATE ia eee 0°0046 0826 | 1:30 
Abb. 6. Thermische Relaxationskurve Mg ........ 0°0050 |) Ore 1°365 
eines zu Biegeschwingungen angeregten Zn......... 0°0080 | 0°405 0°635 
Aluminium- bzw. Messingstabes (mach Cd......... 0-010 0°29 0°455 
Bennewitz und Réttger). Messing ...... 0°25 0°392 
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geht hervor, dafB der erste bei guten Warmeleitern bei tiefen Frequenzen alle iibrigen 
Einfliisse um mindestens einen Zehnerfaktor iiberwiegt. Es ist. daher verstandlich, 
daB sich die thermisch bedingten Relaxationskurven bei tiefen Frequenzen und 
metallischen Leitern gut verifizieren lassen. 

Abb. 6 zeigt als Beispiel den experimentell bestimmten Verlustanteil des Dilatations- 
moduls fiir einen Aluminium- und einen Messingstab nach Bennewitz und Rét ger, 
durch einen Blick auf die Tab. 3 tiberzeugt man sich, daB die Ubereinstimmung mit 
der theoretischen Vorhersage sehr gut ist. 


3. Der durch innerkristalline Warmestrémungen ausgeliéste Verlustfaktor. 


Mit zunehmender Frequenz machen sich, wie Zener’ gezeigt hat, die Warme- 
stromungen innerhalb des kristallinen Gefiiges immer stiirker bemerkbar. Die Kristallite 
sind meist stark anisotrop, so daB selbst bei all- 
seitig gleichmaBiger Kompression starke Warme- 
stromungen hervorgerufen werden; jeder einzelne 
Kristall liefert dann einen Beitrag zum Verlust- 
faktor, so daf das mechanische Verhalten des 
Materials durch eine Uberlagerung nahezu unend- 
lich vieler einzelner Relaxationserscheinungen 
dargestellt wird. Das thermisch bedingte Ver- 
halten des Materials stellt demnach einen Fall 
dar, fiir den die Boltzmannsche Integralmethode 
nicht nur formal, sondern auch physikalisch zu- 
trifft. 

Besonders bemerkenswert ist die Tatsache, 
da8 die durch die innerkristallinen Warme- 
str6mungen ausgelésten Verluste im wesentlichen 
im Schubmodul auftreten. Ein kugelformiger 
Hohlraum, mit dem wir unsere Kristallite in 


; move : fa i 0 700 200 300 400 500 600 
erster Naiherung identifizieren, wird nimlich, wie kHz 
Love" gezeigt hat, nur dann komprimiert, wenn Abb. 7. Verlustfaktor des E-Moduls 
das Medium in seiner weiteren Umgebung Schub- von Hisen. 


spannungen ausgesetzt ist. Die Dilatations- 

spannungen in der Umgebung des Hohlraumes dagegen geben nur zu einer 
Verformung, nicht aber zu einer Veraénderung seines Volumens Anla®8. Da allerdings 
die Kristillchen in’ Wirklichkeit nur selten kugelf6rmig sein werden, mu damit 
gerechnet werden, daf die innerkristallinen Warmestr6mungen im allgemeinen auch 
eine gewisse Dilatationsreibung erzeugen. 


d) MeBergebnisse fiir Hisen. 


Abb. 7 bringt als Beispiel fiir die durch Warmestr6mungen innerhalb der Kristallite 
ausgeléste Dampfung den Verlustfaktor (des H-Moduls) einer Kisenplatte (eigene 
Messungen nach dem Nachhallverfahren). Der Verlustfaktor steigt oberhalb 1000 Hz 
zunichst proportional der Frequenz an und wird dann konstant, um vermutlich nach 
héheren Frequenzen zu wieder abzufallen. Die Rechnung an Hand der durch Schliff 
ermittelten KristallitgréBen fiihrte zu einer guten Ubereinstimmung mit den wieder- 


6 K, Bennewitz und H. Rétger: Uber die innere Reibung fester Kérper. Physik. Z. 37, 
578 (1936). 

16 Cl, Zener: Internal friction in solids. Physic. Rev. 52, 230 (1937), 58, 90 (1938). 

17 A. BE. H. Love: Mathematical Theory of Elasticity. Cambridge Press. 1920. 
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gegebenen MeBwerten. Inzwischen liegen aber auch von anderer Seite genaue Messungen 
an Messingstiiben vor, die ebenfalls zu einer Ubereinstimmung mit der Zenerschen 
Theorie fiihrten. 

Da der Verlustfaktor von Eisen und Messing kleiner als 10-% ist, sind die zu 
erwartenden Dispersionswerte héchstens von der GréBenordnung 


10-8/m, w 3+ 10-4; 


also so gering, da eine direkte Messung zur Zeit kaum méglich ist. 


B. Unelastische Deformationen fester Korper. 
§ 4. Die mechanische Hysterese. 


a) Ideale Hysterese. 


Bisher haben wir uns darauf beschrinkt, das Verhalten rein elastischer, das heiBt 
solcher Stoffe zu untersuchen, die nach Abnehmen der elastischen Spannungen schlieB- 
lich wieder in ihren urspriinglichen Zustand zuriickkehren. Die realen Stoffe sind 
aber nur in den seltensten Fallen rein elastisch, denn bei jeder Deformation wird das 
innere Gefiige nicht nur gedehnt, sondern oft auch verandert. Bei Metallen z. B., 
die kristalliner Struktur sind, springen die inneren Kristiallchen in andere Lagen, 
werden verdreht und zerbrochen; bei Holz und ahnlichen Stoffen verlagern sich die 
Faserchen oder werden voneinander losgetrennt, so da8 der urspriingliche Zustand 
nie oder nur sehr langsam wiederkehrt; man bezeichnet diese Erscheinung als 
mechanische Hysterese. 

Ihrem Charakter nach entspricht auch die mechanische Hystere einer elastischen 
Nachwirkung, die allerdings nicht nach unendlich langer Zeit auf Null zuriickgeht, 
sondern dauernd erhalten bleibt. Die Spannungen sind daher auch in diesen Fallen 
keine eindeutigen Funktionen der Deformationen mehr, sondern hangen von der 
Vorgeschichte der Bewegung ab. Die vorliegende Aufgabe kann daher nicht durch 
eine Taylor-Entwicklung der Spannungen nach den Deformationen, sondern mu 
auf andere Art gelost werden. 

Bei der Berechnung der mechanischen Hysterese gehen wir zweckmaBig vom 
Deformationsrest aus: Nach jeder mechanischen Beanspruchung geht, wie wir gehért 
haben, die Deformation nicht auf den Wert Null zuriick, sondern es bleibt ein der 
vorangegangenen Deformation proportionaler Deformationsrest bestehen: 


uy — Hysteresekonstante oder HysteresemaR, 


e = Deformation. 


Im Idealfall ist der Deformationsrest und damit die Hysteresekonstante von der 
Zeitdauer der vorangegangenen Deformation unabhingig; sobald aber die Schall- 
periode sich der GroBenordnung jener Zeitintervalle nihert, die fiir eine Verlagerung 
der Gefiigeteilchen erforderlich sind, mu8 auch die Hysteresekonstante frequenz- 
abhangig werden, und zwar ist bei héheren Frequenzen eine Abnahme der Hysterese- 
konstante zu erwarten. 


Bei der periodischen Bewegung aufSert sich der Deformationsrest in einer Phasen- 
verschiebung zwischen der Deformation 


e=LHsinwt (2) 
und der Spannung 
X = BE sin (wt — ¢). (3) 


B = Elastizitatskonstante. 
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Definitionsgema8 geht beim Nachlassen der Spannung 
X=0=BEsin(ot— 9), wt =¢ (4) 
die Deformation in den Deformationsrest iiber: 
6=nqyH=Esing, ny = sing. (5) 
Die Hysteresekonstante ist demnach mit dem Sinus des Phasenwinkels zwischen 
Spannung und Deformation identisch. SchlieBlich kann die Hysteresekonstante 
noch, wie aus der folgenden Gleichung hervorgeht, zum rein elastisch bedingten 


- Verlustwinkel der Elastizitatskonstanten geschlagen werden; unter der praktisch 
immer erfiillten Voraussetzung, daB yy, <1, gilt dann: 


= Bet! — Bl +jne)(1+ing +...) (6) 
B 


: oll +9 (nz +7g)*.--] = By(l +) 7) 
mit 
1 =p + Na- (7) 


Als charakteristisch fiir die ideale Hysterese halten wir fest, da& der Verlustfaktor 
frequenzunabhiangig ist, da sie ferner in erster Naherung auf den Realteil der Elasti- 
zitatskonstante keinen Einflu8 nimmt und 
daher auch keine Dispersion verursachen kann. % 
Wie spater durch MeBbeispiele belegt werden 


7 

? Reinalumium 
wird, kann sich die Hysterese sowohl bei der 4 

3 

2 


Duratumnum 


Scheerung, als auch bei der Dilatation aus- 
wirken; im allgemeinen wird die Hysterese- 
konstante des Schubmoduls von der des Dila- 


tationsmoduls verschieden sein. é aie a ee ee 
Bei tiefen Frequenzen, wo die Deformations- aie 

geschwindigkeiten sehr gering sind, spielen die Abb. 8. Der Verlustfaktor des Z-Moduls 

geschwindigkeitsproportionalen Verluste keine von Reinst- und Duraluminium. 


Rolle; hier sind es nur die Hystereseverluste, 

die in Erscheinung treten. Eine Schwingungsbedimpfung tiefer Frequenzen ist somit 
— von wenigen Ausnahmen abgesehen — nur auf Grund der mechanischen Hysterese des 
Materials méglich. Die geschwindigkeitsproportionalen Verluste, das heiBt die Reibungs- 
oder Nachwirkungsverluste machen sich erst bei h6heren Frequenzen bemerkbar; der 
Nachwirkungsanteil des Verlustfaktors (= Reibungsanteil) steigt dann stark mit der 
Frequenz an, bis schlieBlich die Hysterese durch die innere Reibung vollig verdeckt wird. 


b) Mefergebnisse fiir Aluminium. 


Abb. 8 zeigt als Beispiel fiir die ideale Hysterese den Verlustfaktor (des #-Moduls) 
fiir einige Aluminiumsorten (eigene Messungen nach dem Abklingverfahren). Im Gegen- 
satz zum Verlustfaktor fiir Eisen und Messing ist der Verlustfaktor von Aluminium 
im Frequenzbereich 10000 bis 500000 Hz nahezu vollig frequenzunabhangig. Tat- 
sichlich erweist die nihere Rechnung unter Beriicksichtigung der durch Schliff be- 
stimmten KerngroBe, daB hier die thermische Relaxationsdampfung nur ein Zehntel 
der gemessenen Daimpfung betrigt und daher keinerlei nennenswerten Kinflu8 auf 
das MeBergebnis haben kann. Bemerkenswert ist die Tatsache, daf der Zustand 
des inneren Gefiiges, ob hart oder weich, ob bearbeitet oder ausgegliiht, in der inneren 
Dampfung zum Ausdruck kommt. Entsprechend nimmt auch die Dampfung bei 
Aluminium mit der Materialhirte ab; die gréBten Werte wurden fiir das weiche Reinst- 
aluminium festgestellt, die kleinsten fiir Duraluminium. Bei gedriickten Aluminium- 
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behaltern konnte sogar eine Alterung beobachtet werden: Im Verlauf eines Jahres 
stieg ihre Dampfung auf etwa das Doppelte. 


c) Reale Hysterese, verkniipft mit Relaxation. 


Im allgemeinen mu8B — wie bereits erwihnt — auch mit einer Abhangigkeit des 
Deformationsrestes von der Zeitdauer der Deformation gerechnet werden, so dab 
der Hysteresefaktor frequenzabhingig wird. SchlieBlich wird auch ein Teil des 
Deformationsrestes allmahlich. auf Null zuriickgehen, indem z. B. durch die ver- 
bliebenen inneren Spannungen 
das eine oder andere Kristall- 
chen, das eine oder andere Faden- 
molekiil, unterstiitzt durch die 
Warmebewegung, in seine ur- 
spriingliche Lage findet. Der 
Hysterese wird daher zu einem 
gewissen Grad auch der Charak- 
ter der Relaxationserscheinun- 
gen anhaften, ja es werden Falle 
auftreten, wo eine strenge Unter- 
scheidung zwischen Hysterese 
und Relaxation nicht mehr még- 
lich ist. 


7 Biegeschwingungen 
Ui! 


S 
SS 


Verlustaktor des E-Moduls ——= 


d) MeBergebnisse fiir Klangholz. 


Abb. 9 gibt als typisches 
Beispiel fiir Hysterese mit tiber- 
lagerter Nachwirkung die MeB- 
ergebnisse fiir eine Klang- und 
eine Baufichte wieder: Der Real- 
teil des H-Moduls ist innerhalb 
der MefSgenauigkeit frequenz- 
unabhangig, der Imaginarteil 
Abb. 9. Der Verlustfaktor des H-Moduls fiir verschieden alte bei tiefen Frequenzen konstant, 
Klangfichten (Diplomarbeit Ptacnik, Schwachstromin- nimmt aber dann mit der Fre- 

stitut der Technischen Hochschule Wien). quenz stark zu. Hier handelt es 

sich offenbar um eine mit elasti- 

scher Nachwirkung verbundene Hysterese. Bei tiefen Frequenzen ist es nur die 

Hysterese, die in Erscheinung tritt, bei hohen Frequenzen iiberlagert sich dem 
Verlustfaktor ein mit der Frequenz stark zunehmender Reibungsanteil. 

DaB es sich bei Holz bei tiefen Frequenzen um eine Hysterese und nicht um einen 
Relaxationsvorgang handelt, erweist eine Messung des Deformationsrestes: Belastet 
man einen Probestab mit einem Gewicht, so kann man leicht mit einer MeBuhr den 
Deformationsrest bestimmen. Musikinstrumentenbauer pflegen so das Klangholz 
auf seine Kignung zu priifen. Da fiir die Qualitaét eines Musikinstrumentes die geringe 
Bedampfung der tiefen Téne entscheidend ist, trifft dieses Verfahren den Kern des 
Problems. 

Aus den Messungen an Klangfichten geht weiter hervor, daB die fiir die Schall- 
abstrahlung maBgebenden Transversalschwingungen wesentlich stirker bedampft 
sind als die Longitudinalschwingungen; bei tiefen Frequenzen wird die Dampfung 
um so kleiner, je alter das Holz ist, bei hohen Frequenzen liegen die Verhiiltnisse 
entgegengesetzt. Auf Grund unserer heutigen Vorstellungen iiber die Grundlagen 


S 
~ 
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des musikalischen Zusammenklanges bedeutet dieses Ergebnis, daB alte Musik- 
instrumente im allgemeinen wohl tragfahiger sind und’ wirmer klingen, daB sie aber 
guten modernen Instrumenten an Brillanz unterlegen sein miissen, so da® es letzten 
Endes eine Frage des persénlichen Geschmackes wird, fiir welche wir uns entscheiden’®, 

Der Frequenzgang des Verlustfaktors at auf die innere Struktur\des Holzes 
schlieBen. Zunichst erkennen wir, da der Hysteresefaktor fiir zur Faserrich- 
tung transversal verlaufende Schwingungen etwas gréBer ist, als fiir Longitudinal- 
schwingungen; bei der transversalen Bewegung werden offenbar die inneren Fasern 
ineinander verwickelt und gegeneinander verschoben, wiihrend sie bei der longitudinalen 
Deformation im wesentlichen elastisch gedehnt werden. 

Da im Verlauf der Jahre die Struktur des Holzes durch innere Umwandlungen 
homogener wird, nimmt der Hysteresefaktor mit zunehmendem Alter des Holzes 
ab; zugleich scheint die innere Reibung zu 


wachsen; der H-Modul alten Holzes iibertrifft : ° re 

den frischer Hélzer um Werte bis zu 50%. 1 op reenact ear ae 

Bemerkenswert ist schlieBlich noch, daf die ate 

innere Reibung des Holzes durch den EinfluB ° Zunge ° 
0,006} oo 


von Feuchtigkeit drei- bis zehnmal so gro8 wird 


Mere ° 
und auch bei Temperaturerhéhung wachst (Dis- 
. . re po °o 
sertation Ptacnik, Wien), wahrend der Hysterese- 22% — 2 ee 
anteil des Verlustfaktors unverindert bleibt. e 
002 


e) Mefpergebnisse fiir tierisches Gewebe. 

Ein weiteres, sehr anschauliches Beispiel fiir CELT SAS EN ae ae LT ES 
eine reale, mit Relaxation verkniipfte Hysterese eo ” ihe a eile 3 
parepnes poxebe, sepsongen sista a eis Abb. 10. Der Verlustfaktor fiir tierisches 
mann und Hitter ergeben hier einen Ver- Gewebe fiir Schallschwingungen im Fre- 
lustfaktor, der im gesamten Frequenzbereich quenzbereich 400 kHz bis 4°5 MHz nach 
zwischen 400 kHz und 4500 kHz praktisch fre- Messungen von Hiiter und Pohlmann. 
quenzunabhangig ist (Abb. 10). Es ist auBer- 
ordentlich unwahrscheinlich, da in allen diesen Fallen der konstante Frequenzgang aus 
einer Uberlagerung einzelner, stark frequenzabhangiger Relaxationsvorginge oder aus 
einem besonderen Nachwirkungsgesetz entstand, wir werden vielmehr in der Annahme 
einer Art idealer Hysterese kaum fehlgehen. Trotzdem muB dieser Hysterese eine 
oder miissen ihr mehrere Relaxationserscheinungen mit. tiefliegenden Relaxations- 
frequenzen iiberlagert sein, die sich nur bei tiefen Frequenzen auswirken. Andernfalls 
wiirde naimlich tierisches Gewebe wegen seines kleinen Hysteresefaktors bei tiefen 
Frequenzen ihnlich lange nachklingen wie Klangholz, was offensichtlich nicht zutrifft.. 

Das MeBergebnis wirft auch ein Licht auf den Wirkungsmechanismus des Ultra- 
schalles. Es zeigt, daB die Zellen durch jede Ultraschallschwingung verformt und 
so in Ubereinstimmung mit der verbreiteten Auffassung massiert und durchknetet 
werden. Einige Promille der urspriinglichen Deformation bleiben zunachst jedesmal 
als Deformationsrest erhalten, klingen aber dann vermutlich mit einer relativ groBen 
Zeitkonstante, wie sie den iiberlagerten tiefen Relaxationsvorgingen entspricht, auf 
Null ab. Die sogenannte Fliissigkeitsreibung scheint fiir diesen ProzeB bedeutungslos 
zu sein. 

Fiir einen Relaxationsvorgang bei tiefen Frequenzen spricht weiter die Tatsache, 
daB bei Ultraschallbestrahlung die Wirkung wesentlich davon abhingt, ob Gleich- 


18 Die Bedeutung der Ausgleichsvorgiinge fiir Musik und Toniibertragung. Elektrotechn. u. 


Maschinenbau 67, 1 (1950). 
19 R. Pohlmann: Die Ultraschalltherapie. Bern: H. Huber. 1951. 
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schall, Impulsschall (z. B. 50 Sinusimpulse je Sekunde) oder Wechselschall verwendet 
wird (die Bezeichnung bezieht sich auf die Enveloppe der Schallschwingungen). Im 
ersten Fall erfolgt die Behandlung im niherungsweise eingeschwungenen Zustand, 
im zweiten muB das Gewebe entsprechend der Enveloppenmodulation immer wieder 
neu einschwingen. 


f) Falsche Hysterese. 


Hin und wieder ist der Verlustfaktor frequenzunabhingig, so dafs man bei ober- 
flachlicher Betrachtung auf hystereseartiges Verhalten des Materials schlieBen wiirde. 
Als Beispiel hierfiir sei das bereits besprochene Buna S genannt: Betrachten wir im 
letzten Fall den Realteil der Elastizititskonstanten, so beobachten wir, daB er auch 
bei tiefen Frequenzen stark mit der Frequenz ansteigt, so da es sich nur um eine 
elastische Nachwirkung handeln kann. Tatsachlich zeigt auch die nahere Rechnung, 
da das hystereseartige Verhalten durch den besonderen Verlauf der elastischen 
Nachwirkung vorgetéuscht wird. Wollen wir sichergehen, so messen wir noch den 
Deformationsrest; ist er Null, so kann iiber den Charakter der Erscheinung kein Zweifel 
mehr bestehen. 


§ 5. Plastisches FlieBen. 


Sobald die Spannungen eine bestimmte Grenze tiberschreiten, beginnen sich die 
meisten Stoffe plastisch zu verformen; aber auch bei geringen Spannungen muB bei 
sehr tiefen Frequenzen mit einem, wenn auch geringfiigigen plastischen FlieBen ge- 
rechnet werden. Wir miissen uns daher auch dem Studium der plastischen Vorgainge 
zuwenden. Um die Rechnung méglichst zu vereinfachen, wollen wir voraussetzen, 
daB die plastische Komponente der Deformation sehr klein im Vergleich zu ihrer 
-elastischen Komponente ist. Wir gehen dann von der Erfahrungstatsache aus, da} 
eine allseitig gleichmaBige Spannung oder Deformation keine plastische Verformung 
bewirken kann und fiihren so das plastische FlieBen auf die Unsymmetrie des Spannungs- 
zustandes, bzw. auf dessen Abweichungen vom allseitig gleichmaBigen Spannungs- 
zustand zurtick. 


Die dem allseitig gleichmafigen Druck entsprechende Spannungskomponente ist 
offenbar durch den Mittelwert der Normalspannungen gegeben: 


; ‘ 
Xm =yi{X, + Y,+Z,) = Adivs += wdiv $. (1) 


Der restliche Anteil der Normalspannungen ist: 


bo 
~— 


X,—X,=Adivs +2ue,,—(4+ $m) div 8 =p (Fee2—divs). — ( 


Wenn wir uns«auf eindimensionale Vorginge beschrinken, wird: 


div 5 = 6, = (3) 
und 


- 4 
X oe Xb = 34 Co a (4) 


Wir setzen nunmehr die durch das plastische FlieBen bedingte Deformations- 


geschwindigkeit dieser die Abweichung vom gleichmaBigen Druck beschreibenden 
Spannungskomponente proportional: 


d ‘ ‘. 4 
dt. (ep) sD enl aay (aS a re) = Ty VY UM Cy = Pp egy (5) 


und definieren durch diese Gleichung die Konstante p des plastischen FlieBens, in 
der e, als die sehr klein vorausgesetzte plastische Komponente der Deformation, 


Innere Reibung und elastische Eigenschaften fester, fliissiger und gasférmiger Korper II. 183 


€ als die rein elastische Komponente auftritt. Die gesamte Deformation ist somit 
gegeben durch: 


Ona = i + ea = Fe ea + Ct = (1 — jf ple) ea (6) 
oder 


6) = Cae A+ jp p/@ +...) (7) 
Wenn wir jetzt, wie iiblich, unsere Elastizitiitskonstanten auf die gesamte Deformation 


beziehen, tritt ahnlich wie bei der Hysterese zu jeder der Elastizititskonstanten der 
Faktor (1 + j p/w) hinzu: 


B= Bol + 9m + ny) (1 +7 p/m) = Bo (lL +9 5 9) = Bo (Ut+3/na + ne + Mp1) (8) 
mit 
Np = plo. 


Daf der Verlustfaktor wie in dem der theoretischen Behandlung zugrunde gelegten 
Idealfall umgekehrt proportional der Frequenz ansteigt, ist in realen Fallen wegen 
der Verwickeltheit der inneren Vorgiinge, 
bzw. wegen der zugelassenen Vernachlissi- 4, 
gungen bei der Rechnung allerdings nicht elias 
zu erwarten. 

Das plastische FlieBen fiihrt demnach 
in erster Naherung zu einem der Frequenz ga 


7. 7943 
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Abb. 11. Plastisches FlieBen bei tiefen Frequenzen. Abb. 12. Plastisches FleBen bei tiefen Fre- 
quenzen bei Elektron, bei Messing und 

umgekehrt proportionalen Verlustfaktor, Duraluminium (nach H. Kortum). 

und zwar, wie aus Gl. (5) hervorgeht, des 

Schubmoduls. Je tiefer die Frequenz, desto gréBer ist die Zeit, die fiir das FlieBen 

des Stoffes zur Verfiigung steht, desto gré8er sind auch die plastischen Verluste. 

Das plastische FlieBen kann im Rahmen unserer Naherung auch als eine der Zeit 
proportionale Hystereseerscheinung aufgefaBt werden. Von diesem Standpunkt 
kommen wir zum Ergebnis, da unter Umstainden auch mit einem plastischen 
Verlustanteil des Dilatationsmoduls gerechnet werden muB. 

SchlieBlich kann man jeden Relaxationsvorgang bei Frequenzen gentigend ober- 
halb der Relaxationsfrequenz als plastisches FlieBen deuten. Denn bei hohen 
Frequenzen ist wie beim gewohnlichen plastischen FlieBen der Realteil der Elastizitats- 
konstanten konstant, wahrend ihr Verlustwinkel umgekehrt proportional der Frequenz 
abnimmt. Bei hohen Frequenzen, das heiBt fiir kurze Zeitintervalle, kénnen eben 
die exponentiell verlaufenden Einstellvorginge durch ein lineares Zeitgesetz dargestellt 
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werden, das die Einstellgeschwindigkeit wie beim plastischen FlieBen konstant und 
der Spannung proportional erscheinen 14Bt. 

Zur Veranschaulichung des plastischen FlieBens sind in Abb. 11 Messungen von 
Bennewitz und Rétger'® zum Nachweis der thermischen Dampfung in zu Biege- 
schwingungen angeregten Staiben wiedergegeben. Die in der Kurve bei hohen 
Frequenzen auftretenden Maxima entsprechen der in § 3, c behandelten thermischen 
Relaxation. Bei sehr tiefen Frequenzen’ dagegen scheint der Anstieg der MeBwerte 
ein plastisches FlieBen anzudeuten. 

Abb. 11 und Abb. 12 zeigen einige weitere, von H. Kortum” ausgefiihrte Unter- 
suchungen fiir Torsionsschwingungen bei Frequenzen zwischen 50 und 90 Hz. Als Ordinate 

ist das logarithmische Dekrement, das heift 
die GroBe z 7,, als Abszisse der Torsionswinkel 
esi i FAH aufgetragen. Danach nimmt, einem idealen 
AG plastischen FlieBen entsprechend, bei tiefen 


B Blel- 172 ; 
2 Nickel Frequenzen der plastische Verlustfaktor nahe- 


7 Gioe NarrioreKel za der Frequenz umgekehrt proportional zu. 
O paeegeniene Bemerkenswert ist die in diesen Kurven zum 
ty) Ausdruck kommende starke Zunahme der 
— Longitudinal Dampfung mit dem Torsionswinkel, das heiBt 
der Belastung. Das plastische FlieBen wachst 
offenbar mit zunehmender Belastung des 


= Jorsions 
Stabes. 


Te &y%/108 
bzw. 1/108 
Bi Is oN]: 


WINGUIGED, 
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§6. Anwendungen der Theorie. 


I. Verlustfaktor des Schub- und Dilatations- 
moduls bet Metallen und Glas. 


Die Literatur enthalt eine Reihe wertvoller 
MeBergebnisse, von denen einige im folgenden 
angefiihrt und an Hand der gegebenen Theorie 

5 ; 21 

Abb. 18, Der Vertustfaktor fir Torsion Yahen Shu und Longitudinalschwingunge 
und Langsschwingungen von Staben (nach Ne ee 
Wegel und Walther). von diinnen Staben fiir Frequenzen zwischen 
1000 und 100000 Hz untersucht; Abb. 13 
bringt einen Teil ihrer Ergebnisse: Die Ordinate stellt den mit x multiplizierten lmaginir- 
teil des H-Moduls (vollausgezogen), also die GroBe a 1 Eo, bzw. des Schubmoduls (ge- 
strichelt), das ist 27». dar. Diese GroBen sind namlich formal mit der auf die 
Hinheit des Quadrates der Deformationsgeschwindigkeit bezogenen Fliche der ent- 
sprechenden Hysteresisschleifen identisch. Da nun bei Metallen und Glas Schub- 
modul und #-Modul praktisch frequenzunabhangig sind, ist mit ihnen zugleich der 
Verlauf der Verlustfaktoren bis auf einen vom Elastizitiitsmodul abhingigen konstanten 

Faktor festgelegt. 

Der Verlustfaktor des H-Moduls kann aus dem Verlustfaktor des Schubmoduls 
und dem der Dilatationssteife berechnet werden. Wie in ,,Innere Reibung I“ abge- 
leitet wurde, gilt die Beziehung: 

(Mm? + 2) m,, + (7% — 2) 
leas “Mg (Mp + Tad : a) 


q7 


70% 704 795 10° Hy 


20 H. Kortum: Uber die Materialdimpfung bei Dauerbeanspruchung durch Torsions- 
schwingungen. Technische Mechanik und Thermodynamik (monatliche Beihefte zur VDI-Zeit- 
schrift) 1, Nr. 8, 277 (1930). 

*1 R. L. Wegel und H. Walther: Internate dissipation in solids; Physics 6, 141 (1935). 
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My = Poissonsche Querkontraktion (m > 2) (Realteil). 
Fir Metalle ist m, niherungsweise gleich 3:4; setzen wir diesen Wert ein, so folgt: 
Hn = 091, + 9°09%,, das hei®Bt ny = 0°91 n,. (2) 
Der Verlustfaktor des H-Moduls ist demnach mindestens 0:91mal so groB als der 


des Schubmoduls. Sind anderseits die Verlustfaktoren des Schub- und E-Moduls 
gegeben, so folgt der Verlustfaktor des Dilatationsmoduls aus der Gleichung: 


0°09 n, = He — 9°91 n, oder *'y, = 11 nz — 10°1 y,,. (3) 


a) Blei. 
Ausgeprigte Hysterese im Schubmodul bei vernachlassigbaren inneren Reibungen. 
Zunichst betrachten wir die Kurven (A) fiir Blei 121; aus ihrem frequenzunab- 
hangigen Verlauf bei tiefen Frequenzen geht hervor, daB es sich hier nur um eine 
Hysterese handeln kann. Fir Blei ist m) = 2°2. Gl. (1) lautet also: 
Hp = 0°97 , + 0°03 7. (4) 


Mit den Werten Ly = 0°145- 10" bis 1°7- 10% dyn/cm? bzw. 0°08 - 1012 dyn/cm? fiir 
den Realteil des H- bzw. des Schubmoduls folgt aus den Mefpunkten fiir tiefe 
Frequenzen: 


<0 EO ==" Osan, 


west 
ee a oe 


Ji ‘ 
Ne = py’ 150-108 = 0-028 bis 0-033. 


(5) 


In diesem Fall ist also der Verlustfaktor des H-Moduls kleiner als er auf Grund der 
Theorie sein diirfte, so daB die Genauigkeit der MeBergebnisse zweifelhaft erscheint. 
Es ist wahrscheinlich, daB sich hier wegen der geringen Schallgeschwindigkeit im 
Blei die endliche Dicke des Stabes bemerkbar macht und da besonders bei hoheren 
Frequenzen der fiir Longitudinalschwingungen gemessene Verlustfaktor allmahlich 
in den Verlustfaktor von Dilatationswellen in unendlich ausgedehnten Medien 
(nz = 0°58 », + 0°42n,; vgl. Tabelle in innere Reibung I?) tibergeht und entsprechend 
kleiner wird. In diesem Sinne ware auch die Abnahme des Verlustfaktors des #-Moduls 
mit der Frequenz im Gegensatz zu dem des Schubmoduls zu deuten. Fir 
Blei 112 (B) ist auch der Verlustfaktor des H-Moduls konstant; das innere Gefiige 
hat hier offenbar so ausgepragte unelastische Eigenschaften, daB der Hysteresefaktor 
alle iibrigen Verlustfaktoren tiberdeckt. 


b) Nickel. 
Geringe Hysterese bei besonders starker innerer, offenbar durch den Magneto- 
striktionseffekt bedingter Dilatationsreibung. 


Die MeSkurven fiir Nickel steigen stark mit der Frequenz an, was auf innere 
Relaxationserscheinungen, bzw. eine ausgeprigte innere Reibung hindeutet. Mit den 
Werten 2:03- 10” und 0:79- 10% fiir die Realteile des H- und Schubmoduls ergabe 
sich beispielsweise fiir die Frequenz von 10000 Hz: 

Ny = 33-104, Hy = 4:78 10-4. (6) 
Tn diesem Fall ist der Verlustfaktor des H-Moduls bedeutend gréfer als der des Schub- 
moduls, was auf eine starke Dilatationsreibung schlieBen laBt. Tatsachlich tiberwiegt 


in beiden Verlustkonstanten der proportional mit der Frequenz ansteigende Reibungs- 
anteil in dem MaB, daB der Reibungsanteil des H-Moduls, wie aus dem Anstieg der 
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Kurven (log. Mafstab!) hervorgeht, mehr als das Zehnfache des Schubmoduls be- 
tragt. Aus den obigen Werten folgt: 


ny = (52 — 35°4)- 10-4 = 16°6- 10-4. (7) 


Wie in § 3, c, 3 festgestellt wurde, haben die Warmestromungen im kristallinen 
Gefiige ausgepriagte Relaxationserscheinungen im Schubmodul zur Folge, wahrend 
der Dilatationsmodul nur unwesentlich beeinfluBt wird. Der groBe Verlustfaktor 
des Dilatationsmoduls von Nickel darf daher nicht auf thermische Ursachen zuriick- 
gefiihrt, sondern mu8 durch zusatzliche, bisher nicht berticksichtigte, mit der Dilatation 
verkniipfte Relaxationsvorgange erklart werden. Tatsaichlich werden ja zusitzliche 
Dampfungen durch magnetische Effekte, bei Nickel offenbar vor allem durch seine 
magnetostriktive Wirkung hervorgerufen” (vgl. auch weiter unten). 


c) Hisen. 
1. Unausgegliihter Stahlstab: Die inneren Spannungen verursachen im Schub- 
und Dilatationsmodul eine starke mechanische Hysterese, die alle tibrigen Hinfliisse 
verdeckt. 


Die Kurven H wurden fiir einen unausgegliihten Stahlstab gewonnen; zum ersten- 
mal beobachteten wir hier einen mit der Frequenz eindeutig abnehmenden Hysterese- 
faktor. Die nichtelastische Verformung des Gefiiges wird hier offenbar groBer, wenn 
die Deformation langer andauert (ein plastisches FlieBen kommt bei diesen Frequenzen 
noch nicht in Betracht). Mit den Werten fiir Eisen: Hy) = 2-10-¥, wo = 0°8- 10” 
erhalten wir fiir die Frequenz 10 kHz: 

: ne = 96-105, ny, =72+10- (8) 
und folglich 

na = (105°6 — 70-7) = 10-5 = 33- 10-5. 

Beim unausgegliihten Stahlstab treten also zu den Schubverlusten beachtliche 
Dilatationsverluste hinzu. 


2. Der gleiche Stahlstab, durch Ausgliihen von seinen inneren Spannungen befreit: 
Starker Riickgang der Hysterese; die offenbar thermisch bedingte Schubreibung 
tberwiegt alle anderen Einfliisse; vernachlassigbare Dilatationsreibung. 


Nach dem Ausgliihen des Stahlstabes wurden die Kurven I ermittelt: Die Hysterese 
ist, wie man auf den ersten Blick erkennt, auf weniger als 1/;, (im Schubmodul) bzw. 
1/49 (im Dilatationsmodul) ihres urspriinglichen Wertes zuriickgegangen, so da nun- 
mehr auch der mit der Frequenz ansteigende Reibungsanteil der Elastizitaitskonstanten 
in Erscheinung tritt. Aus den MeRergebnissen folgt fiir die Frequenz von 10 kHz 
wieder : 

nn = 24-10%, ny, = 2°6- 10>, (9) 
na = (26'S — 262) - 10-5 — 0°6- 10-5, 


Da aber hier der Verlustfaktor des Schubmoduls sich zu dem des E-Moduls wie 1 : 0°92 
verhalt, ist die Dilatationsreibung wesentlich kleiner als die Schubreibung. 


Als charakteristisch fallt ins Auge, daB die Verluste vor allem im Schubmodul 
auftreten, was darauf schlieBen liBt, daB es sich in Ubereinstimmung mit den in 
§ 3, c, mitgeteilten Ergebnissen wohl nur um Wirmestrémungen innerhalb des inneren 
Gefiiges handeln kann. 

* Theorie der elektroakustischen Wandler und ihre Anwendung zur Berechnung des Ersatz- 


schaltbildes eines Magnetostriktionsschwingers und eines Ultraschallquarzes. Nuovo Cimento, 
KongreB8berichte der Ultraschalltagung in Rom, 1950. 
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d) Glas. 


Mit der Frequenz abnehmender Hysteresefaktor; im Schubmodul wird keine innere 
Reibung beobachtet. 


Die Kurven des Verlustfaktors von Glas tragen mit der Frequenz leicht fallenden 
Charakter; die Hystere nimmt hier offenbar mit zunehmender Belastungszeit wieder 
leicht zu. Fiir Natriumglas ergibt sich fiir 5000 Hz: 


Yn TOO Fg SS S210, on, a0. (10) 


Fir Glas ist die Poissonsche Zahl im allgemeinen etwas kleiner als fiir Metalle, so 
da8 wir mit Sicherheit auf einen (im Vergleich 
zum Verlustfaktor des Schubmoduls) kleinen 
Verlustfaktor des Dilatationsmoduls schlieBen 
k6nnen. Eine innere Reibung ist im untersuch- 
ten Frequenzbereich noch nicht zu erkennen. 


Erstarrte Fliissigkeiten, zu denen dem inne- 
ren Aufbau nach Glas zu zihlen ist, weisen dem- 
nach, was den Verlustfaktor betrifft, das typisch 
hystereseartige Verhalten fester Kérper auf. 


II. Hysteresefaktor und Struktur. 


Die folgenden Betrachtungen erstrecken sich 
ausnahmslos auf MeBergebnisse bei tiefen Fre- 
quenzen, wo der Verlustfaktor im wesentlichen 
die mechanische Hysterese, das heiBt die nicht 
elastischen Eigenschaften des inneren Gefiiges 
zum Ausdruck bringt. In allen nicht besonders 
vermerkten Fallen handelt es sich im folgen- Mlawbiciistahandula, unde dest mainstiny 
den immer um Messungen des #-Moduls (Stab- 4, Magnesium und Aluminium (nach 
schwingungen) bei 1000 Hz. F. Forster und W. Koster). 


0 100 200 300 00 500 600 700% 
Abb. 14. Temperaturabhangigkeit des 


a) Messungen bei verschiedenen Temperaturen. 


Mit zunehmender Temperatur dehnt sich jeder K6rper aus; wir beobachten dann 
im allgemeinen eine Zunahme des Verlustfaktors und eine Abnahme des H-Moduls. 
Bei vielen Stoffen treten zudem beim Uberschreiten bestimmter Temperaturen zu- 
sitzliche Gleitebenen in Erscheinung, so daB der Hysteresefaktor plotzlich wesentlich 
eréBer wird. 


Abb. 14 zeigt drei MeBbeispiele fiir Molybdin, Aluminium und Magnesium*®. 
Bei Molybdan andern sich #-Modul und Verlustfaktor nur langsam mit der Temperatur. 
Bei Aluminium treten bei Temperaturen von 600 Grad neue kristalline Gleitméglich- 
keiten auf*, der Hysteresefaktor wichst bei dieser Temperatur auf das 150fache seines 
Wertes bei Zimmertemperatur. Bei Magnesium ist dieser Sprung (auf das 160fache 
des Normalwertes) schon bei 225 Grad zu beobachten; bei dieser Temperatur treten 
zur Basisebene, die als Gleitebene fungiert, 12 weitere Gleitebenen hinzu®. 


23 FE. Forster und W. Koster: Elastizitaétsmodul und Diaimpfung in Abhangigkeit vom 
Werkstoffzustand. Z. Metallkunde 29, 116 (1937). 

24 W. Bras und E. Schmid: Z. Physik 71, 703 (1931). 

2 S§. Schiebold und G. Siebel: Z. Physik 69, 458 (1931). 
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b) Innere Umwandlungsprozesse. 


Auch bei inneren Umwandlungen beobachten wir wesentliche Veranderungen des 
Hysteresefaktors und des H-Moduls. Abb. 15 (MeBergebnisse -nach E. Scheil und 
W. Thiele?*) veranschaulicht diese Tatsache fiir die irreversible y/«-Umwandlung 


eines Nickelstabes (22°4°% Ni). 
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Abb. 15. Temperaturabhangigkeit des Elastizi- Abb. 16. Elastizitétsmodul und Dampfung von 
taitsmoduls und der Dampfung von Eisen-Nickel- | Kupfer-Zink-Legierungen (nach F. Forster 
Stahl mit 22,42% Ni (nach E. Scheil und und W. Késter). 

W. aes 


c) Legierungen. 
Bei der Legierung eines Metalles mit einem anderen sinkt der Verlustfaktor zunachst 


meist ab, erreicht ein Minimum und steigt dann wieder an. Als Beispiel ist in Abb. 16 
der E-Modul und die Dampfung fiir eine Kupfer-Zink-Legierung (Messing) dar- 


gestellt?’. 
Der Verlustfaktor von Eisen in Abhaingigkeit vom Kohlenstoffgehalt. 


Kohlenstoffarmes Eisen ist sehr weich, sein Hysteresefaktor daher groB. Mit 
zunehmendem Kohlenstoffgehalt fallt der Verlustfaktor ab, erreicht aber schon bei 
etwa 0°3°% Kohlenstoffgehalt einen konstanten Grenzwert® (Abb. 17). 
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Abb. 17. Verlustfaktor des H-Moduls in Ab- Abb. 18. Abhiangigkeit des Verlustfaktors des 
hangigkeit vom. Kohlenstoffgehalt des Eisens H#-Moduls von Vanadiumstahl mit Rockwell- 
(nach F. Forster und W. Koster). harte (nach Wegel und Walther). 


d) Der Verlustfaktor und der H-Modul in Abhangigkeit von der Rockewellhiarte. 


Wegel und Walther haben auch die Abhingigkeit des Verlustfaktors und des 
E-Moduls in Abhingigkeit von der Rockewellhirte fiir fiinf verschiedene Stahlsorten 
gepriift. Die Kurven unterscheiden sich auch in quantitativer Hinsicht nur unwesent- 
lich voneinander und zeigen alle den in Abb. 18 fiir Vanadiumstahl dargestellten 
Verlauf: Bei kleinen Harten ist die Dimpfung meist um ein geringes groRer, nimmt 
mit zunehmender Hirte zunichst ab, um oberhalb Rockewellhirten von 40 bis 50 
wieder auSerordentlich stark anzusteigen, im Gegensatz zum H-Modul, der mit zu- 
nehmender Rockewellhirte immer etwas absinkt. 
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e) Verlustfaktor und KorngréBe. 


Der Verlustfaktor wichst wohl meistens mit zunehmender KorngréBe. Abb. 19 
zeigt die Abhangigkeit der Dimpfung von der Korngrofe fiir einen Messingstab: 
Die verschiedenen Korngré8en kamen durch Gliihen des Stabes bei steigender 
Temperatur wihrend des Zeitraumes von je einer Stunde zustande. 


f) Verlustfaktor und AnlaBtemperatur. 


Daf die durch den Vorgang des Ausglithens bewirkte Verringerung der Spannungen 
einen wesentlichen Riickgang des Hysteresefaktors bewirkt, haben wir bereits bei 
Stahl festgestellt. Abb. 20 veranschau- 
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Abb. 19. EinfluB der Korngr6éBe auf dieDaimp- Abb. 20. KinfluB des Anlassens auf Harte, Elastizi- 
fung (nach F. Férster und W. Késter).  tatsmodul, Dampfung, elektrischen Widerstand und 
spezifisches Gewicht einer Eisen-Kobalt-Chrom- 


gebildeten Mischkristalle bleiben auch lLegierung (nach F. Forster und W. Koster). 
bei der Abkiihlung auf Raumtempera- 

tur erhalten und erhéhen die Daimpfung. Ahnliche Ergebnisse fanden F. Forster und 
W. Koster fiir den EinfluB des Anlassens auf #-Modul, Harte und Verlustfaktor fiir 
eine um 50% gezogene Messingstange mit 73°, Kupfer. Durch Anlassen werden hier 
die inneren Spannungen beseitigt und der Verlustfaktor geht auf ei Zehntel seines 
urspriinglichen Wertes zuriick. Sobald aber die Temperatur eine gewisse Grenze 
iiberschreitet, wachsen die Kristalle und der Verlustfaktor nimmt ebenfalls stark zu. 
Bei Stahl geht die Dampfung durch Anlassen leicht auf ein DreiBigstel ihres urspriing- 
lichen Wertes zuriick. 


g) Hiarterisse, Materialfehler; innere Korrosion. Schweifstellen. 


DaB Fehlstellen, Hiarterisse und Korrosionserscheinungen ebenfalls zu einem 
erhohten Verlustfaktor fiihren, ist nach den vorangegangenen Betrachtungen ver- 
standlich. Auch Schweifstellen zeichnen sich durch einen auferordentlich hohen 
Verlustfaktor aus; geschweiBte groBe Aluminiumbecken hatten meist eine zehnmal 
so hohe Daimpfung als die verwendeten Bleche. 


h) Magnetische Einfliisse, interkristalline Wirbelstréme usw. 


DaB die magnetischen und magnetostriktiven Eigenschaften eines Stoffes auch 
seine innere Dampfung wesentlich beeinflussen, ist seit langem bekannt; wie stark 
sich beispielsweise die Reibungsverluste durch Magnetisierung eines Nickelstabes er-. 
hdhen, geht aus Abb. 21 hervor. Erhitzt man den Stab auf den Curie-Punkt, so 
geht der Verlustfaktor wieder auf den urspriinglichen, dem unmagnetischen Zustand 
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entsprechenden Wert zuriick. Auch muf mit einer gewissen Auswirkung der in den 
Kristalliten entstehenden Wirbelstréme und einer Reihe weiterer, weniger wichtiger 
Einfliisse gerechnet werden. 


II. Die Abhéngigkeit der Materialdémpfung von der Amplitude der Schwingung und 
der Vorgeschichte des Materials. 


Wenn man eine Materialprobe zu Schwingungen anregt, so nahert sich die 
Dampfung nur allmahlich einem stabilen Endwert, bzw. erreicht ihn nach etwa 2 bis 
4 Millionen Schwingungen. Gewahrt man dem Material eine langere Ruhepause, so 
nimmt die Dampfung ebenfalls andere Werte an. 

Die Dampfung (und zwar der Hysterese- und plastische Anteil) nimmt ferner 
mit der Amplitude der Schwingungen zu; oberhalb der Bruchgrenze treten keine 


0 0007 2002 2003 
Torsionswinkel gy —=— 


Temperatur 


Abb. 21. Dampfung der elastischen Schwin- Abb. 22. Dampfungskurven fir Duraluminium ; 
gungen eines Nickelstabes in Abhangigkeit von 1 und 2 jungfrauliche Kurve zweier verschiedener 
der Temperatur fiir verschiedene Werte der rela- _Stiibe, 4, 5, 6, MeBergebnis nach 30.000, 200.000 
tiven Magnetisierung J/J, (nach 8S. Siegel und und 1 Million Lastwechsel konstanter Amplitude 
S. L. Quimby: Physic. Rev. 49, 663 (1936)). (Pmax = 0,003) fiir Stab zwei. 


stabilen Dimpfungswerte mehr auf. Die Kurve steigt stetig an, bis sich schlieBlich 
an der Oberflaiche haarfeine Risse zeigen und das Material zu Bruch geht. Dieses 
unstabile Verhalten ist ein empfindliches Kriterium fiir die Uberlastung des Stabes. 
Abb. 22 zeigt den Verlauf der Dampfungskurven fiir Duraluminium, bzw. den EinfluB 
der Alterung auf die Dampfung bei tiefen Frequenzen (f < 100 Hz). Die Ordinate 
stellt den mit 2 multiplizierten Verlustfaktor des Schubmoduls (Dekrement von 
Torsionsschwingungen), die Abszisse die Winkelamplitude der Schwingung dar. Fiir 
nahere Hinzelheiten sei auf die Untersuchungen von Kortum®, E. Becker und 
O. Foppl® verwiesen. 


§7. Die Vorzugsstellung der Laméschen Elastizitatskonstanten. 


Im Prinzip wire es gleichgiiltig, welche Konstantenpaare wir fiir die Beschreibung 
des mechanischen Verhaltens elastischer Stoffe heranziehen; die in ,,Innere Reibung I“ 
in Tabellenform zusammengestellten Transformationsformeln gestatten jederzeit 
einen beliebigen Wechsel. 

Dennoch sind vor allen méglichen Konstantenpaaren die Laméschen Kon- 
stanten A, « besonders ausgezeichnet, da diese nicht nur die elastischen Eigenschaften, 

*° E. Becker und O. Féppl: Dauerversuche zur Bestimmung der Festigkeitseigenschaften, 


Beziehungen zwischen Baustoffdimpfung und Verformungsgeschwindigkeit. Forschungsarbeiten 


auf dem Gebiete des Ingenieurwesens (herausgegeben vom VDI) Heft Nr. 304. Berlin: VDI- 
Verlag. 1928. 


Innere Reibung und elastische Eigenschaften fester, fliissiger und gasférmiger Koérper II. 191 


sondern auch die innere Struktur der Stoffe besonders deutlich widerspiegeln. Fiir 
Gase und Flissigkeiten beispielsweise ist charakteristisch, daB der Realteil von Ms 
die Schubsteife, 0, und der Realteil von A, die Dilatationssteife, immer von 0 ver- 
schieden ist. Das Verhiltnis u)/A, kann daher als Ma fiir den Flissigkeitsgrad 
angesehen werden; fiir gummiihnliche Stoffe ist j)/A) = 0°01 besonders klein; sie 
ahneln daher in ihrem mechanisch-elastischen Verhalten weitgehend den Fliissigkeiten. 
Nach einer der verbreiteten Theorien nimmt man tatsiichlich an, da8 Gummi 
aus einem Skelett besteht, zwischen dem die Fliissigkeit Gummi hindurchstrémt. 
Fir Blei, das ebenfalls einen fliissigkeitsihnlichen Stoff darstellt, betriigt 9/4) = 0°1, 
fiir Glas, seiner Struktur nach eine erstarrte Fliissigkeit, (d. h. kristallinamorph), 0°6 
bis 1:4, fiir Stahl dagegen 1-5, fiir Wolfram 2, fiir Magnesium sogar 4. 

Der Imaginarteil von «, der die Schubreibung ju, darstellt, ist bei Gasen und 
Fliissigkeiten mit der Zahigkeitsreibung identisch, jener Reibung, die durch die 
gaskinetische Diffusion des Bewegungsmomentes zu Stellen anderer Deformations- 
geschwindigkeit hervorgerufen wird und immer dann auftritt, wenn die Deformations- 
geschwindigkeit 6rtlich variiert (also auch bei der allseitig gleichmaBigen Kompres- 
sion!)®. Die Schub- oder Zahigkeitsreibung ist das Ma8 fiir den durch die Molekiile 
hervorgerufenen Impulstransport; in ihr kommt daher die freie Weglinge, die gas- 
kinetische Geschwindigkeit, die Masse eines Molekiils und die Zahl der Molekiile je 
Volumeneinheit zum Ausdruck. 

Die Dilatationsreibung beschreibt demgegeniiber jenen Anteil der Reibungskrifte, 
der vom Schubmodul und dessen Reibungsanteil unabhiangig ist. Wie wir erkannt 
haben, ist die Dilatationsreibung der Gase und Fliissigkeiten eine Folge ihrer nicht 
ideal elastischen Zusammenst6Be und damit eine Folge der endlichen Ausdehnung 
der Atome und Molekiile, sowie ihrer inneren Schwingungen. Im Gegensatz zum realen 
Gas besteht das ideale Gas definitionsgemi8 aus punktformigen, ideal elastischen 
Elementarteilchen und kann daher keinerlei Dilatationsreibung aufweisen. Wir sind 
also berechtigt, den Grenzwert der Dilatationsreibung fiir langsame Deformations- 
prozesse oder tiefe Frequenzen als MaB fiir die Abweichung des Verhaltens eines realen 
Gases oder einer Fliissigkeit von dem eines idealen Gases, bzw. einer idealen Flissigkeit 
zu betrachten. 

Bei Gasen und Fliissigkeiten bringen die Laméschen Konstanten vdllig  ver- 
schiedene materielle Eigenschaften zum Ausdruck. 

Vom Standpunkt der Kontinuumsmechanik sind die Laméschen Konstanten auch 
bei festen Kérpern voneinander unabhingig; wegen der intensiven Wechselwirkung 
ihrer Atome miissen wir hier allerdings damit rechnen, dai sie nicht mehr voneinander 
unabhingige Eigenschaften der Struktur widerspiegeln und so ihre vorherrschende 


Stellung verlieren. Im allgemeinen diirften aber ~ und A auch bei festen Korpern 
eindeutigere Schliisse zulassen, als die aus ihnen durch lineare Superposition abge- 
leiteten iibrigen Konstantenpaare. Zur Stiitzung dieser Behauptung sei auf den Fall 
des Buna S zuriickverwiesen, wo der Verlustfaktor des Dilatationsmoduls nahezu 
konstant, der des Schubmoduls dagegen stark frequenzabhingig ist. Jede Kombination 
beider Grundkonstanten wiirde in diesem Fall zu einem Verlustfaktor fiihren, dem 
der ausgepragte Frequenzgang des Schubmoduls anhaftet, wahrend die Tatsache, 
daB der Dilatationsmodul praktisch frei von innerer Reibung ist, verlorenginge. 


Die Ma&zahlen der inneren Reibung fester Korper. 


Eine der Deformationsgeschwindigkeit proportionale Reibung kann nur als 
Grenzfall fiir sehr tiefe Frequenzen oder sehr kleine Deformationsgeschwindigkeiten 
bei Gasen und Fliissigkeiten beobachtet werden. Bei festen Korpern tritt eine solche 
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Tabelle 
Frequenz- Schubmodul 
' ark | nt ~ b- = 
ee EH My kg/em? | nu | ho | r 
Ebert temana ie sgerceteletere 6 ate = — 90°0 0°22 — — 
170 Jahre alte Fichte ....... O—8 — —— =* = 
transversal zur Faserrichtung 
EROCKEMES cae aiccdona uber aeiere et = —— — a sa 
INSUIKG! ah SUMO Oey Oak Loan Cloth — = = 2s: es 
longitudinal trocken........ — — — a = 
LEUCINE aia ae ees a Se: hab ze at ais, 
10 Jahre alte Fichte ........ 0—8 = — eas cons 
transversal trocken ........ —_ — —_ / = inks 
lon pit uci al Wiet-nsntr nile — — = = Lee 
Bausichtertsstee. «atosveae hess 4 — —_ == a _— 
transversal zur Faserrichtung —— = ak ake peas 
Voneabacginales i ss -sceciyenescercie — == == — ar 
Tierisches Gewebe ........... 400—4500 0) | — 0 0 
Natrium-Kalk-Glas.......... Te 20 at nee 8,2 - 10-4 | 0 
‘Bina: Ste tos cpt hee eee — 76 — | 0,09 1,7 - 10-4 
: (0,1—1) 
| | . | (falsche Hysterese) 


innere Reibung nicht einmal bei den tiefsten Frequenzen auf; hier sind die Reibungs- 
krafte wegen der iiberwiegenden mechanischen Hysterese meist der Amplitude 
proportional. Der Begriff innere Reibung, wie er in Physik und Mechanik gepragt 
wurde, stellt daher nur einen sehr beschrainkt realisierbaren Spezialfall dar; wir 
miissen ihn entweder vollig aufgeben oder entsprechend verallgemeinern. Das letzte 
ist offenbar vorzuziehen. Wir wollen also unter dem Begriff ,,innere Reibung“ alle 
jene Erscheinungen zusammenfassen, die zu einer irreversiblen Umwandlung 
mechanischer Warme in Warmeenergie fiihren, auch wenn der Vorgang, wie bei der 
Hysterese oder dem plastischen FlieBen, nicht das geringste mit einer inneren Reibung 
in des Wortes eigentlicher Bedeutung zu tun hat. Wir wollen weiter, wie in § 1, ¢ 
verabredet, die auf die Deformationsgeschwindigkeit, die Deformationsbeschleunigung 
und das Integral der Deformationsgeschwindigkeit bezogenen VerlustgréBen als 
ReibungsmaB 7, HysteresemaB h und FlieBma8B p bezeichnen, so daf untenstehende 
Beziehungen gelten: 

2 Se. +), h=y, , p= Oy, 

Fiir eine einfache Relaxationserscheinung ist bei tiefen Frequenzen 


7) = konst. 


Bei der Relaxationsfrequenz durchliuft der Verlustfaktor (das Hysteresema) ein 
Maximum; in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft f = f, gilt: 


h,, = konst. 


Bei hohen Frequenzen (f > fo) wiederum sinkt der Verlustfaktor umgekehrt pro- 
portional der Frequenz ab; in diesem Falle nimmt das FlieBma 


Poo = konst. 
einen konstanten Wert an. 
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3. 
Dilatationsmodul E-Modul 
4) kg/em? | a, ho r Ey kg/cm? " as. % i‘ : oa ; 
2°25 - 10-# 0 hong 0 26-10-3| 0-02 alias = 
Ni ea ol lee — — 198000 _ _ — 
| | 
yo ta eee, Pvs aes — | 06-10-*| 3°4-10-* (1, > 7-5) 
mae Ney shee = is pe (os 0°6- 10-2] 20+ 10-8 (1, > 7°5) 
ee uatee sok A = atte 0°4- 10-2} 1:2- 10-* (3, > 10) 
a ui falas ae ba = a 0°4- 10-2 | 3°5- 10-8 (2, > 10) 
oe = Sigh Faber Oo ee ee ae 
| 120000 | 
il oo oe ea ti ce 0°8- 10-4 | 2°2+ 10-8 (1, > 5) 
= ~e | = : ae 825** — 0°6 - 10-4 11-% (25,5210) 
= oe ei ee a 91500 — — — 
23 pe ae oe 2 1-10-2| 7°5+ 10-8 (0°4, > 3) 
rie —- | — |} = ou a: 0°8 - 10-2 |1°25 + 10-8 (1°8, > 10) 
2°2 - 10-4 am | 3+ 10-3 | 0 on = — — 
| | bis 10-2 | 
| | | 

— | 0 a ais A tes — | 75. 10-4 0 

225-10-4} O11 | Ol | 0 230 an tvs =s 


Bei festen K6rpern finden wir bei tiefen Frequenzen meist ein konstantes Hysterese- 
maf; die Hysteresekonstante h, ist daher die erste anzufiihrende GroBe. Der Hysterese 
tiberlagern sich oft bei hGheren Frequenzen Relaxations- oder Nachwirkungseffekte, 
die einen Anstieg des Verlustfaktors mit der Frequenz zur Folge haben. Um die 
Relaxationserscheinung zu charakterisieren, ist es zweckmaBig, das ReibungsmaB 
als differentielle Neigung @7/éf des Verlustfaktors fiir die Frequenz f anzugeben, 
bei der der Verlustfaktor die Hysteresekonstante um 20°, tibersteigt, und schlieBlich 
noch die obere Frequenzgrenze, fiir die die Neigung der Frequenzkurve um 20% kleiner 
ist. Wir schreiben also: 


r{ifi—fel=r 
d. h. dieser Wert gilt zwischen f, und f,. Im Bedarfsfalle wird man diese Angaben 
durch Nennung der Verlustfaktoren fiir weitere Frequenzen erganzen. Die innere 
Reibung des Holzes bei Transversalschwingungen z. B. kann so auf folgende Art 
charakterisiert werden: 
E-Modul: 

ho = 1:2-10-2, r= 68+ 10-* (1:5 — 5 kHz), 
170 Jahre alte Klangfichte (Transversalschwingungen quer zur Faserrichtung) ; 

hp = 0°4-10, 7 =1:2-10-* (3 — 10kHz), 


170 Jahre alte Klangfichte (Longitudinalschwingungen). 

Tab. 3 und 4 bedeuten einen ersten Versuch, die ReibungsgréRen fester Korper 
tabellarisch zu erfassen: Es folgen der Reihe nach der Frequenzbereich der Messung, 
die Schubsteife, der Verlustfaktor der Schubsteife, das Hysteresema8 und das Reibungs- 
ma des Schubmoduls in der eben festgesetzten Weise. Ihm schlieBen sich die ent- 
sprechenden GrdfSen fiir den Dilatationsmodul und den E-Modul an. Da bei den 
meisten Stoffen nur die Verlustfaktoren des H-Moduls bekannt sind, muB der H-Modul 
zur Zeit noch mitgefiihrt werden. 
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Tabelle 4. 
Schubmodul 
Frequenz- aH aa aa oe — ae 
Stoff bereich 4 3 " 
kHz Ho 10° kg/em ph Peri oe 

| 0 
a EEEEEIEEET SEER e 
Reinstaluminium............ 1—300 C27: | = = = 
Ditraluminiwm 252 eRe. oes 1—600 — | — | — — 
BIG ere ck ce Macaty cleanisnetaee — 0°08 Hoes! lO eat 4 Om 0 
Eisen, unausgeglitht......... 1—100 0°8 Weis oe Oe Sigal Ome 0 
Hisen, ausgegliht........... 1—100 — bh -2OeehOn 2 Ome Oba ame 

| (83—60 kHz) 
Racin ae ie hetoters aeetate enemas 6 0°22 | — — = 
TRUY OE ooo giouesnonmo socnous 10 0°46 | 2°8 - 10-4 27S Om 0) 
IM EVSTIS SENS bio Ao oo Oey aus 10 0°19 | — — a 
IMIGS Sim Oompa ers ctemara: 6/5 «onsre opie ore 6 0°43 —- — — 
ING ee lly Semis sweec beck cite eens) otek 10 0°79 Soh an Jae Papo! Kies (Ohy. icea Ue! 

| (6—8°5 kHz) 
Silber: cava ckrgeh suse Bhs 10 0°29 1 22. 10=4 = — 
ATU eS ARAN. wie Shes Seta ono CaM ES 1 04 == = | — 
ZVI eee Gets, Ss bao Bao aE 1 0°18 a = a2 


Leider sind die MeBergebnisse noch so sparlich, daB die Tabelle nur teilweise 
gefiillt werden kann. Vollstandig wiirde sie einen tieferen Einblick in den elastischen 
Mechanismus des Stoffes vermitteln. Schon allein die Moglichkeit einer Feststellung, 
ob die beobachteten Verluste im Schub- oder Dilatationsmodul auftreten, ob es sich 
um Hysterese, um Relaxation oder allgemeine Nachwirkung handelt, rechtfertigt 
eine solche tabellarische Ubersicht. Natiirlich wird es fiir genauere Untersuchungen 
notwendig sein, die Ergebnisse auch in Kurvenform mitzuteilen. 


Uberblick. 


Das fiktive ideal-elastische Kontinuum wird durch zwei Elastizitatskonstanten 
charakterisiert; die genaue Kennzeichnung des elastischen Verhaltens realer Stoffe 
dagegen erfordert wesentlich mehr Angaben. Schon bei langsam verlaufenden 
Deformationen, in Gasen und Flissigkeiten, fiihrt die Ubertragung der Bewegung 
durch die Molekiile zu einer Zaihigkeitsreibung, der nicht ideal-elastische Charakter 
der gaskinetischen Zusammenst6Be zu einer Dilatationsreibung. Wenn die zeitliche 
Dauer der Deformationen vergleichbar wird mit der Einstelldauer des inneren Gleich- 
gewichtes oder gar mit dem Zeitintervall aufeinanderfolgender ZusammenstéBe der 
Molekile treten in Gasen und Fliissigkeiten Relaxationserscheinungen auf; in festen 
K6rpern beobachten wir eine mit innerer Reibung verkniipfte elastische Nachwirkung, 
die oft durch eine Uberlagerung einfacher Relaxationserscheinungen hervorgerufen 
wird. Formal allerdings kann die elastische Nachwirkung immer durch Uberlagerung 
eines Kontinuums solcher Relaxationserscheinungen dargestellt werden; dieser Weg 
miindet in einem dem klassischen Boltzmannschen ahnlichen Nachwirkungsintegral. 
Die nahere Betrachtung zeigt allerdings, dal auch die beziiglich der inneren Reibung 
erginzte Boltzmannsche Methode nur beschrankten Spezialfillen gerecht werden 
kann und da8 die Boltzmannsche Erinnerungsfunktion selbst im allgemeinen von 
der Vorgeschichte der Bewegung abhingt. Wollen wir die mit innerer Reibung ver- 
kniipfte elastische Nachwirkung streng behandeln, so miissen wir den Weg iiber die 
Fourier-Zerlegung der Bewegung wihlen; dann ist die Vorgeschichte in den harmoni- 
schen Komponenten enthalten und die Erinnerungsfunktionen liegen eindeutig fest. 
Die unendlich vielen, das elastische Verhalten charakterisierenden Stoffkonstanten 
lassen sich in diesem Fall zu zwei von der Frequenz abhiingigen komplexen Elastizitats- 
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Metalle. 
Dilatationsmodul E-Modul 
"4 E ” 
4o 10° kg/em® "4 | SE renee. 10° iene "R PUL ety 
| ho | ” | ho r 
SEER EERE Ree emer 
| 
Coe — ma 0°74 7-10| 7-103] 0 
“coi alae atl WM = — | 3:8-10-5]| 38-10-53 0 
0°72 Cree G 0 0°17 3-10| 3-10-32} _0 
0°94 | 33-10 | 33-10- 0 2-0 9°6 - 10-5 | 96 - 10-5 0 
— |06-10- SM agen — |24-10-| 2- 10-5 |0-11 -10-8(3—20kHz) 
| 
ras Sy" cl = 0°52 | 35-1074 = = 
1:07 | :11-10-*| 11- 10-4 0 12 4°5-10-4| 4°5-10-4| 0 
0°05 Bh Pen) hese cap ae 0°42 5-107 ee Liss 
1 noe Malte Fade: Uh ue. 1:05 | 10-4 10-5 ot ad as 
12 17+ 10-4 0 1°36-10-7| 2°03 | 4°7- 10-4] 1°8 - 10-4 | 2-4 - 10-8(7—60 kHz) 
hoe AWSAo sis i4 re 0 8 Bats ord) 4) 4Lye | aan 
0O°5 (me Gt eee me 1 2°5- 10-4 = se 
0°36 - = = 0°55 | 17. 10-4 ix = 


» = Verlustfaktor = (hy + 20% + r(f—fj,)); hyo = Hysteresema8; x = ReibungsmaB; 
f = Frequenz. 


konstanten zusammenfassen, deren Realteile Elastizitaétsmodule, deren Imaginar- 
teile Reibungen darstellen. 

Neben elastischen Deformationen beobachten wir bei festen Kérpern eine 
mechanische Hysterese und ein plastisches FlieBen: Nach jeder Deformation bleibt 
ein Deformationsrest zuriick, der im Gegensatz zur elastischen Nachwirkung auch 
nach unendlich langer Zeit nicht auf Null zuriickgeht. Die mechanische Hysterese 
erweist sich als praktisch immer frequenzunabhangig und tiberdeckt bei den meisten 
Stoffen bei tiefen Frequenzen die innere Reibung. Auch diese nichtelastischen Defor- 
mationen lassen sich bei periodischen Vorgaingen durch komplexe Elastizitats- 
konstanten streng beriicksichtigen. 

Die Elastizitits- und Reibungskonstanten kénnen durch Schallgeschwindigkeits- 
und Schalldimpfungsmessungen, bzw. durch Messungen von Longitudinal- und 
Torsionsschwingungen von Staében sehr genau bestimmt werden. Der Frequenzgang 
der Verlustkonstanten gestattet wertvolle Aufschliisse tiber die innere Struktur des 
Stoffes und sein mechanisches. Verhalten. Blei beispielsweise lat eine ausgesprochene 
Hysterese im Schubmodul erkennen: sein Gefiige ist gegen Schubspannungen be- 
sonders empfindlich; ahnlich liegen die Verhaltnisse bei Aluminium. Fiir Nickel 
ist eine besonders kriftige Dilatationsreibung charakteristisch, die offenbar durch 
magnetostriktive Einfliisse bedingt ist. Nicht ausgegliihtes Hisen, das von starken 
inneren Spannungen durchsetzt ist, zeigt eine ausgepragte Hysterese in Schub- und 
Dilatationsmodul. Hier wird also das innere Geftiige sowohl bei Schub- als auch bei 
Dilatationsbewegungen zersprengt. Beseitigt man die inneren Spannungen durch 
Ausgliihen, so geht die Hysterese nahezu auf Null zuriick, wahrend sich zugleich im 
Schubmodul eine innere Reibung bemerkbar macht; diese Erscheinung ist fiir inner- 
kristalline Wirmestr6mungen charakteristisch. Sowohl bei Glas als auch bei tierischem 
Gewebe, die in ihren sonstigen HKigenschaften erstarrten Fliissigkeiten entsprechen, 
wird beziiglich ihrer Deformationsverluste das fiir feste Korper typische hysterese- 
artige Verhalten beobachtet. Bei Holz auBert sich die Hysterese besonders stark fiir 
zur Faserrichtung transversale Schwingungen. Mit zunehmendem Alter wird Holz 
durch innere Umwandlungen homogener und die Hysterese geht zuriick; nahezu 

14* 
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im gleichen Ma aber wichst, wie die MeBergebnisse zeigen, die bei Frequenzen ober- 
halb 500 Hz tiberhandnehmende innere Reibung, ein Ergebnis, das fiir den Musik- 
instrumentenbau von Bedeutung ist. Bei feuchtem Holz steigt die innere Reibung 
etwa auf das Doppelte bis Fiinffache, die Hysterese dagegen bleibt unverandert. 

In groben Ziigen lassen sich die Reibungsverluste fester K6rper durch vier 
Reibungskonstanten darstellen, nimlich durch die im allgemeinen frequenzunabhangigen 
Hysterese- und die frequenzabhiingigen Reibungsmafe der beiden Elastizitats- 
konstanten. | 


Herrn Dr. W. Kuhl sei fiir zahlreiche Diskussionen und wertvolle Hinweise 
gelegentlich des Studiums der elastischen Nachwirkung herzlichst gedankt. 


(Hingegangen am 12. Juni 1951.) 


Zur Theorie des Reibungsstofes einer Kugel gegen eine ebene Wand 
und gegen eine zweite Kugel’. 


Von Wilhelm Miller, Miinchen. 
Mis“ 10 Toxtabbildangen. 


Zusammenfassung. Die Gleichungen fiir die im Billardspiel vorkommenden StoBfalle werden 
aus einem allgemeinen Ansatz abgeleitet und die Ergebnisse an Hand von genau berechneten 
Diagrammen diskutiert, mit Riicksicht auf die Bedingung fiir das Auftreten der Haft- und Gleit- 
reibung. 

Summary. The equations for the two main cases of billiard impact are derived from a general 
statement, and the results are discussed by means of exactly computed diagrams, with regard to 
the conditions for sliding and static friction. 


Résumé. Les équations pour les deux cas principaux de chocs qui se trouvent dans le jeu 
de billard sont dérivées d’une disposition générale et les résultats sont discutés au moyen de 
diagrammes exactement calculés employant les conditions pour la friction de glissement et du 
départ. 


1. Einleitung. 


Im Anschlu8 an die Erfahrungen des Billardspieles wollen wir uns im folgenden 
mit zwei elastischen StoBerscheinungen beschaftigen: mit dem StoB einer rollenden 
Kugel gegen eine vertikale rauhe Wand und dem im allgemeinen schiefen Sto einer 
Kugel gegen eine andere, zunachst ruhende gleiche Kugel, jedesmal mit Beriicksichti- 
gung der Reibung zwischen den beteiligten Kérpern. Um beide Falle aus einem 
allgemeinen Ansatz abzuleiten, werden wir zunachst von dem Sto zweier ungleicher 
Kugeln mit den Massen m, und m, und den Radien 7, und r, ausgehen. Beim Uber- 
gang zu den Sonderfallen wird in erster Linie das Massenverhiiltnis in Frage kommen, 
wahrend der Radius der schwereren Kugel nur von untergeordneter Bedeutung ist. 
Um die Bewegungsvorginge in erster Anniherung iibersehen zu kénnen, ist es zu- 
nichst zweckmaBig, ebene Verhiltnisse vorauszusetzen, also alle Kriafte senkrecht 


' Vgl. G. Coriolis: Théorie mathématique des effets du jeu de billard. Paris 1935. — 
G. W. Hemming: Billiards mathematically treated. London 1899. — H. Résal: Commentaire 
& la théorie mathématique du jeu de billard. J. Math. pures appl. [3] 9, 65—98 (1883). — 
K. J. Routh: Die Dynamik der Systeme starrer Kérper. I. Bd., 8S. 177ff. Leipzig: A. Schepp. 
1898. — K. v. Szily: Ber. ungar, Akad. Wiss., Bd. 19, 8. 283. 1904. — Wilhelm Miiller: Dynamik 
(Sammlung Géschen), IT. Teil, 2. Aufl., S. 62. Berlin 1951. — Enzyklopidie der mathematischen 
Wissenschaft, Bd. IV, 2. Teil, 8. 129—135. Leipzig: G. T. Walker. 1904—35. — Geiger-Scheel: 
Handbuch der Physik, Bd. VI, 8S. 521ff. Th. Péschl. Berlin: 1928. ‘ 
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zur Grundebene zu vernachlissigen, so da die Projektion auf diese Ebene als ein 
ausreichendes Bild der Bewegung angesehen werden kann. 


2. Voraussetzungen und Problemstellung. 


Die Kugel I (Mittelpunkt 4) mége nach Art einer Billardkugel auf der Ebene 
rollen und mit der Schwerpunktgeschwindigkeit v, auf die Kugel II (Mittelpunkt B) 
tretfen, und zwar so, da die StoBrichtung mit der zentralen oder gemeinsamen Nor- 
malen im Augenblick der Beriihrung den Winkel «, einschlieBt. Gleichzeitig mége 
sie infolge eines exzentrischen AnstoBes mittels eines Stabes (Queue) eine Drehung 
um den vertikalen Durchmesser mit der Winkelgeschwindigkeit w, ausfiihren, die 
positiv gerechnet werden soll, wenn die Umfangsgeschwindigkeit im Berithrungspunkt 
beider Kugeln die gleiche Richtung hat wie die tangentiale Komponente v, sin «;. 
Im Augenblick der Beriihrung wirken die normale StoBkraft H und die tangentiale 
Reibungskraft F, die fiir die stoBende und angestoBene Kugel entgegengesetzt gleich 
anzusetzen sind. Die Geschwindigkeit v,’ der ersten Kugel nach dem StoB mége mit 
der Normalen den Winkel «,’ bilden, der positiv zu rechnen ist, wenn er wie bei der 
gewohnlichen Reflexion auf der zu «, entgegengesetzten Seite der Normalen liegt. 
Die Drehung w,’ mége ebenso orientiert sein wie w,. Bezeichnen wir ferner die Ge- 
schwindigkeiten der anfangs ruhenden Kugel II nach dem Sto8 mit v,', w,’ und den 
Winkel zwischen v,' und der Normalen mit «,’, so haben wir im ganzen acht unbekannte 
GréBen v,' x,' @,', vs) @,' x,', H, F, die, wie sich zeigen wird, aus den StoBgleichungen 
berechnet werden kénnen. Dabei ist die wesentliche Unterscheidung zu machen, ob 
es sich bei der Reibung um Gleitreibung oder Haftreibung handelt. 


3. Der Fall der Gleitreibung. 


Unter der Voraussetzung ebener Verhaltnisse erhalten wir fiir jede Kugel zwei 
Gleichungen fiir die Schwerpunktbewegung in der normalen und _ tangentialen 
Richtung und eine Gleichung fiir den Drall jeder Kugel. 
Eine weitere Gleichung ergibt sich aus dem Newtonschen 
Gesetz, nach dem die relative Normalgeschwindigkeit der 
Kugeln durch den Sto eine Umkehr und eine Verkleinerung 
im Verhialtnis e: 1 erfaihrt, wobei e die sog. StoBziffer be- 
deutet. Im Falle der Gleitreibung kénnen wir die Reibungs- 
kraft F nach Coulomb proportional mit der StoBkraft H, 
also gleich + fH setzen (Abb. 1). 

Die Schwerpunktgleichungen lauten fiir die beiden Kugeln: 


+ y,’ é za 1 
V COS % + 0 COS % = =, (1) 
: Poke fH ‘ 
v, Sin a, — v4’ sin a! = (2) 
teh 
Uy! COB X,’ = ——, (3) 
- Abb. 1. Schiefer Sto8B 
ee ; H zweier Kugeln. 
%, GN X= eS (4) 2 
2 


Der auf einen Punkt (in der Projektion) bezogene Drall jeder Kugel ist gleich der 
Summe des Dralles fiir die Schwerpunktachse und dem Moment des Impulses der 
Schwerpunktgeschwindigkeit in bezug auf jenen Punkt. Wahlen wir den Beriihrungs- 
punkt der Kugeln als Bezugspunkt, so fallen die Momente der Hutte heraus und der 


Drall erfahrt durch den Sto& keine Anderung. Wir haben dann mit > m 7? als axialem 


Tragheitsmoment einer Kugel mit dem Radius r, nach Division mit r, baw r, 
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2 : 2 i ae i 
Bp Ol Uy SM eee sin o, , (5) 
2 y / co 1 Cee O (6) 
% "22 — Vg SIN %& = 9. 
SchlieBlich erhalten wir als Newtonsche StoBgleichung 
€ V, COS &, = V;' COS a,’ + Yq’ COS O,’. (7) 
: m - 
Daraus berechnen sich dann folgende Werte, wenn man Pm = pm setzt: 
1l+e 8 
H = m, 0; COS o> (8) 
i 5) l +e v, cos a, 9 
a eal) tari te a ge" ie: (9) 
Ui / e— tt 
V, COS a, = i eeg V1 COS &,, (10) 
tae . Lil) 
VS Oy == SIN, ey Tf it CORO (11) 
Mak () 
tg oe = ee tg oo pier (12) 


Die beiden Grenzfalle sind durch » = 0 und mw = 1 dargestellt; im ersten Fall kann 
die Kugel II durch eine ebene Wand ersetzt werden, im zweiten Fall 4 = 1 haben 
wir zwei gleiche Kugeln. Es wird dann z. B. fiir den Sto8 an der Wand mit 7, = 7, 
V7, = 0, @; = O, ’ 


ow o> Stir, (13) 
tga’ = > [tga —f (1 +e)], (14) 
fiir den StoB der beiden Kugeln dagegen 
of =6,— 20 too (15) 
0, silo, =0, sm a, — a f (1 + e) v, cos a, (16a) 
v1, COS o4/ = — a V1 COS 4, (16b) 
tg oy’ = = [f (1 +e) — 2 tg ow). (17) 


Dabei ist zu bedenken, da8 fiir v, sin «, + 7, < 0 das Vorzeichen von / umzukehren 
und fiir v, sin «, +7ro, = 0, f = 0 zu setzen ist. Abgesehen von diesem Gesetz ist 
es aber bemerkenswert, daB z. B. in der Formel (14) fiir den Reflexionswinkel «’ die 
Drehgeschwindigkeit w nicht in expliziter Form auftritt, was in dem Falle der 
Reflexion an der Wand zu einem Widerspruch mit der Erfahrung beim Billardspiel 
fiihrt, die gerade das Gegenteil zeigt, namlich eine sehr empfindliche Abhingigkeit 
der Reflexion von der Drehung. 


4, Fall der Haftreibung. 


Die erwahnte Unstimmigkeit mit der Erfahrung kann man im Fall des Stokes 
gegen die Wand dadurch beseitigen, dafi man Haftreibung annimmt, das hei8t voraus- 
setzt, daB die tangentiale Geschwindigkeit lings der als rauh vorausgesetzten Wand 
durch den StoB vollstindig abgebremst wird, was durch die Gleichung 


v' sina’ +ro’ = 0 (18a) 
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zum Ausdruck kommt. Um auch den Fall des StoBes beider Kugeln unter diesem 
Gesichtspunkt zu behandeln, vorbehaltlich einer spater zu besprechenden LEin- 
schrinkung, gehen wir von der Annahme aus, daB beide Kugeln nach dem StoB die 
gleiche tangentiale Geschwindigkeit haben. Man wird dann im Laufe der Rechnung 
auf einige praignante Unterschiede gegeniiber der Gleitreibung gefiihrt, von deren 
experimenteller Nachpriifung die Entscheidung der Frage abhingen wird, ob Gleiten 
oder Haften anzunehmen ist. Im allgemeinen Fall sind bei dieser Annahme die GI. (2) 
und (4) durch die Haftbedingung 


Y, AM 4-4, @, = 0, sin a, — 7, 0, (18 b) 


zu ersetzen. Man erhalt jetzt aus den Gl. (1), (3), (5), (6), (18) folgende Werte fiir die 
HauptgréBen: 


v, sin o,' = v, sin x ae. ewer o (19) 
1 1 (hae e 1 1 a (1 as 1) dapat 
r , €—-U ¢ 
%, COS a, = Tp U1 008 o%, (20) 
—tu 
7 2 1, Wy 
— —— : 1 
tg oy e—wm 18 oy 7 (@€—p) v1, Cos a,’ fee) 
, k some 5 %, sin a 29 
a Rs A ees Ee: Geet, er eer (22) 
v, 5.6, = oe (v, sin «, + 7 @,) (23) 
Pes ee Wothei aes! ts ia 
; r i(l +e 
Be COS O69 = ks - - V, COS a, (24) 
rw, 
sm a, + 
eh. 2 set Ln (25) 
i 7(1 +e) COS X41 
Im Falle des WandstoBes («= 0) wird also z. B. 
j 2 5 vsin « ¢ 
oOo = 7 @ 7 r > (26) 
: 2 2 F 
2 — (2 o sin a —_ 7 iro + e? v2 cos? OX, (27) 
, Dates 2, 10) - 28 
iB erei bsp tee Salat pease: (28) 


Im Falle des StoBes der Kugel I auf die gleichgroBe Kugel II (« = 1) wird dagegen 


1 
Pig = qa (97 1 — 5 v, sin Oa) (29) 

: ; 6 : 1 : 
Oy BN oy = 7 U, SiN & — 7 POs, (30a) 

; 1—e 
V, COS Oy = — —g— 2, COB Oy, (30b) 
: ae 6 tg a] (31) 
tg anh sniper ipreas 2. epi}: 


Bevor wir einige wichtige Folgerungen, besonders auch fiir das Kriterium der Haft- 
reibung entwickeln, wollen wir die Ergebnisse fiir den Fall des WandstoBes genauer 
diskutieren. 
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5. Die Reflexion der Kugel an der Wand. 


Die Gl. (26) zeigt, da% die Geschwindigkeit w’ nicht von der Normalkomponente 
der Aufprallgeschwindigkeit abhingt, wie im Falle der Gleitreibung, sondern von der 
tangentialen Komponente v sin x. Ferner tritt in dem Ausdruck fiir tg x’ die Winkel- 
geschwindigkeit m bzw. das Verhiltnis 7: als wesentliche abhingige Verander- 


liche auf, ganz im Sinne der Erfahrung. Es kann also durch eine entsprechende 
5 vsin « 


GroBe der Rotation, das heiBt fiir w > SS erreicht werden, daB der Winkel «’ 


negativ wird, dai man also, wie jeder Billard- 
spieler weiB, durch einen geeigneten ,,Kftet- 
stoB‘‘ mit ,,Vorbande“, das heiBt nach 
Reflexion an der Bande einen zweiten Ball 
treffen kann, der auf der zu dem Winkel « 
gehérenden Seite der Normalen gelegen ist. 
Wenn w = 0 wird, erhalt man zwar zunachst 
keine exakte Gleichheit von « und «’. Da 
aber 5: 7 e wegen e < 1 vonder Einheit sich ° 
nicht wesentlich unterscheidet, so wird in 


70 2 0 4 = =50 60 70 =O 0° 


Abb. 3. Diagramm fur die Reflexionswinkel 
Abb. 2. Wandsto8 einer Kugel. beim Sto8 einer Kugel an der Wand (e = 0,8). 


diesem Falle die Abweichung des Einfalls- und Reflexionswinkels kaum_ praktisch 
ins Gewicht fallen, zumal da es sich, jedenfalls im Billardspiel, nicht darum handelt, 
einen zweiten Ball gerade zentral, sondern nur darum, ihn tiberhaupt, wenn auch 
nur streifend, zu treffen. 


Die Gl. (27) fiir den tg des Riickprallwinkels lift nun eine sehr interessante Dis- 
kussion zu, die meines Wissens bisher nicht gegeben wurde. Wir werden dabei vor 


allem die Abhaingigkeit von dem Verhiltnis 4 = “= ins Auge fassen, das wir kurz 
als ,,Drehwert‘‘ bezeichnen kénnen. 


In der Abb. 2 haben wir die Reflexionswinkel «’ in Abhingigkeit von « fiir ver- 
schiedene Drehwerte 4, und zwar fiir den StoSkoeffizienten e = 0°8 dargestellt. Man 
kann daraus alle Méglichkeiten der Reflexion einer Kugel an der Wand iibersehen, 
z. B. auch die reinen ,,Riickzieher“ («’ = — a), fiir die man die zugehérigen Dreh- 
werte erhalt, wenn man vom Ursprung unter — 45° eine Gerade zieht und mit den 
Kurven der Schaar zum Schnitt bringt. 
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Alle Kurven haben nun den Punkt « = «’ = 90° gemeinsam, bis auf die aus- 
gezeichnete Grenzkurve 4 = 2°5, die, wie man leicht aus der Auswertung des zunichst 
unbestimmt erscheinenden Ausdrucks 
5 sin a—1 
Hi cos a 


tee! = 


erkennt, in dem Punkt « = 90°, «’ = 0 endigt. Merkwiirdigerweise hat nun der Fall 
4 = 2°5 auch die Bedeutung eines mechanischen Grenzfalles. Schreibt man namlich 
die Gleichungen fiir den Ansto8 der Kugel durch das Queue an und setzt einen ex- 
zentrischen Sto mit der Exzentrizitaét h, das heiBt dem Abstand h des Kugelmittel- 
punktes von der Queue-Linie voraus, so hat man 


0 Hy (32a) 
= mro= +H-h. (32b) 
Durch Division ergibt sich 
2 ro h ro 5 h 
So ce oder = =A= +57: (33) 


Man sieht daraus, daB der nicht mehr erreichbare Wert von h = r dem idealen 
Grenzwert A= + 2°5 entspricht. Dabei ist natiirlich vorausgesetzt, daB die Ge- 
schwindigkeiten v und r bis zur Erreichung der Bande keine wesentliche oder doch 
nur verhaltnisgleiche Verminderung erfahren. Insbesondere ist der Wert 2 = + 2°5 
dadurch ausgezeichnet, daB er den gréBten negativen Reflexionswinkel «’ liefert. 
Aus dem Diagramm ist z. B. zu entnehmen, daB bei diesem Drehwert zu einem 
Winkel « = 0 der Reflexionswinkel «’ = — 42° oder zu « = 10° ein Reflexionswinkel 
x’ ~ 30° gehort. 

Die weitere Diskussion ergibt folgendes: Um die Neigung in dem allen regularen 
Kurven der Schaar mit 2 < 2°5 gemeinsamen Punkt « = a’ = 90° zu finden, hat 
man den Grenzwert 


ay da’ 1 an if, O 2 A 
live x =e a = = Asin «} (A < 2°5) 
x ae e cos? « 7 7 
imiemenaaht 
zu ermitteln. Dabei ist 
2 
hi ee ew A (<2 = 
nx COS" & ae NU 
Miser! se St PPOs 
Da nun 
PkgedierlilS Were anes 
IE Need To ted bechrel & eem ar 
lal 
2 
so wird 
é UN Ve ie 2 
lim eae Pea 
eat 
2 
und somit 


dx’ Te 
( Fa [ih set EES (34) 
/ 5 ; 
Fir 4 = 2 wird z. B. se = 7e. In dem singuliren Fall 2= > haben wir dagegen 


fires '90°.a' = 0 
da’ ; 5 (1 — sin «) oy 
Slim POSS ate —_ (35) 


dx 
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Die ausgezeichnete Kurve 4 = > verlauft fast geradlinig vom Punkt « = 0; 


arctg « = — ae bis in den Punkt « = 90°, x’ = 0 mit einer im Endpunkt erreichten 
é 


5 5 
Tangentenneigung 4,;- 


6. Hafthedingung im Fall des ZweikugelstoBes. 


Da beim Sto8 zweier Kugeln der Reibungskoeffizient sehr klein, etwa von der 
GréBenordnung f = 0°04 ist, miissen wir zunachst die Bedingung fir den Eintritt der 
Haftreibung ermitteln. Aus der Beziehung 


af ' 
on = tg OX» - 
Aus der fiir die Haftreibung giiltigen Ungleichung 
es i (36) 
ergibt sich, da8 Gleit- oder Haftreibung eintritt, je nachdem 
o A+ sin « 
fs TS | COS 4 ; (37) 


ist. Man kann daher die Grenze zwischen beiden Reibungsfallen sehr iibersichtlich 
durch die Kurven 
71 £e) 


A+ sina, = + 9 f cos a, (38) 


darstellen, die in der Abb. 4 fiir die Zahlenwerte e = 0°9, f = 0°04 gezeichnet sind. 
Man erhalt zwei Kurvenzweige, die in den Punkten a, = 0, 4 = + 0°266 beginnen 
und in dem Punkt «, = 90°, A = — 1 zusammenlaufen, und es ist leicht einzusehen, 
daB das von den beiden Zweigen eingeschlossene Gebiet die Winkel «, und die Dreh- 
werte A liefert, bei denen Haftreibung eintritt, wahrend das auBere Gebiet die Werte- 
paare «, 4 mit Gleitreibung umfaBt. Fiir ein gegebenes 1 kann man also den Winkel- 
bereich der Haftreibung dadurch ermitteln, daf man eine Parallele im Abstand 2 
zur Abszissenachse («,-Achse) zieht und die Schnittpunkte mit den beiden Kurven- 
zweigen (38) feststellt. Man sieht dann, daB z. B. bei A = 0 von a, = 0 bis 15° mit 
Haften, bei Winkeln «, > 15° mit Gleiten zu rechnen ist. Fiir 4 = — 0°5 reicht das 
Haftgebiet von a, = 14° bis ~ 44°, fiir A = — 1 von «, = 60° bis 90°. Fiir 2 > 0°266 
und A < — 1-035 findet bei jedem Drehwert und jedem Winkel «, Gleiten statt. 

Ein wesentlicher Unterschied zwischen beiden Reibungsarten besteht ferner darin, 
da8 im Falle der Gleitreibung die Abweichung der Geschwindigkeitsrichtung der 
zweiten Kugel gegen die gemeinsame Normale konstant ausfillt: tg a,’ = + /, wenn 
v, Sin %, +7 a, SO ist, wahrend im Falle der Haftreibung z. B. fiir 4 = 0 


; 2 
18 Oe: = retry eae (39) 


wird, der Winkel a,’ also wesentlich vom Winkel «, abhiingt. Diese Folgerung kénnte 


dazu dienen, experimentell die Grenzen fiir die Giiltigkeit des Gleit- und Haftgesetzes 
zu bestimmen. 


7. Das Reflexionsgesetz fiir den StoB zweier Kugeln 


unterscheidet sich sehr wesentlich von dem Gesetz fiir die Reflexion an der ebenen, 
festen und rauhen Wand. Die Gl. (15) und (29) in Verbindung mit (16b) und (30b) 
zeigen folgendes: Fiir e <1 ist die Normalkomponente v,' cos x,’ immer negativ, 
das hei®t die Kugel I bewegt sich nach dem Sto8, wenn auch mit kleiner Normal- 
geschwindigkeit auf die andere Seite der gemeinsamen Tangente. Nur im Grenzfall 
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é = 1 wird die Normalkomponente gleich Null, und fiir «x, = 0 gibt die Kugel I ihre 
ganze Energie an die Kugel II ab und bleibt selbst in Ruhe. Im Falle e — 1 bleibt 
stets eine, wenn auch kleine Komponente in der normalen Richtung iibrig. Was 
die weitere Abhiingigkeit der Winkel «,' und «, angeht (vgl. Abb. 5), so erkennt man, 
daB bei kleinen Winkeln der Wert des Reflexionswinkels um 180 herum liegt, 
wenn man die Winkel von der Normalen aus im positiven Sinne ziihlt (Bereich der 
»Nachlaufer*). Genauer gesagt: Wenn tg a4’ negativ ist, so bewegt sich die Kugel I 
bei der gegebenen Orientierung (Abb. 5) nach links, 1 ist < 180, ist dagegen 


Gleiten 
= 


Abb. 4. Diagramm fiir die Haft- und Abb. 5. Reflexionswinkel «’, beim StoB 
Gleitreibung (e = 0,9; f = 0,04). zweier Kugeln (e = 0,9; f = 0,04). 


tg x,’ > 0, so bewegt sich die Kugel I nach der rechten Seite der Normalen und der 
Winkel x,’ ist > 180°. Bei Beriicksichtigung des Diagramms Abb. 4 findet man, da 
die Kurven fiir die «,’ etwa dem Gebiet zwischen 2 = 0,27 und 4 = 1 angehéren. 
Die Reflexionswinkel «,' nahern sich aber mit wachsenden Winkeln «, sehr schnell 
dem rechten Winkel. Fiir «, > 30°, insbesondere aber fiir e ~ 1 bewegt sich die 
Kugel I nach dem ZusammenstoB mit II so, als ob sie auf der gemeinsamen vertikalen 
Tangentialebene bleiben wiirde (,,Schneiden“ des Balles II). Fiir gré8ere Winkel 
«x, oder bei Anniherung an den ideal-elastischen Sto kann jedenfalls mit einem 
rechten Winkel «,’ gerechnet werden, und es diirfte nun interessant sein, unter dieser 
einfachen Annahme die weiteren geometrischen Konsequenzen ins Auge zu fassen, die 
sich daraus ableiten lassen. 


8. Geometrie des Drei- Kugel-Sto8es fiir e = 1. 


Man kann insbesondere bei gegebener Lage der drei Billardkugeln I, II, HI mit 
den Mittelpunkten A, B, C nach der Bedingung dafiir fragen, daB die in Bewegung 
versetzte Kugel I beide Kugeln IT und III trifft. Wir nehmen etwa A B = d,, BC = d, 
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und der Winkel A BC = o (> 90°) gegeben seien. Dann laBt sich eine einfache ebene 
Konstruktion fiir die StoBrichtung und fiir den Beriihrungspunkt A’ der Kugel I 
mit II angeben, wenn etwa zunachst verlangt wird, daB I nach der Reflexion an II 
die Kugel III zentral treffen soll. Da BA'C ein rechtwinkliges Dreieck ist, so ergibt 
sich A’ als Schnitt des Halbkreises iiber BC mit dem zu II konzentrischen Kreis 
um B mit dem Radius 2r. Dann bildet A.A’ mit der Normalen den Winkel «, und 
BAA’ ist der Winkel f, unter dem der Ansto8 der Kugel I gegen die Normale AB 
zu erfolgen hat, damit III zen- 

tral getroffen wird. 
Der Winkel «, kann auch 
rechnerisch leicht ermittelt wer- 
den. Bezeichnen wir den Winkel 


: : 2 
CBA’ mit y, so wird cos y = — 

. . 2 
ferner ergibt sich 


Soe (ho Pe eS ey eee 
sin x, “7. oe oe 
sin (o — /y) 
tg o, = onda ee (40) 


Den Winkel f zwischen der Zen- 
tralen A B und der StoBrichtung 
findet man dann aus 


sin B = k, sin «;. 


Um die Beriihrungspunkte fiir 
die auBersten Grenzlagen zu er- 
mitteln, bei denen die Kugel I 
nach dem Sto8 an II die Kugel III 
gerade noch beriihren, zeichnet 
man um B und C die konzentri- 
schen Kreise Ay,’ und Ay’ mit 
den doppelten Radien und zieht 
die gemeinsamen inneren und 

Abb. 6. Geometrie des DreikugelstoBes (e = 1). auBeren Tangenten, die den Kreis 

Ky, unten, das hei®Bt im Innern 
des stumpfen Winkels o und den Kreis Ay,’ einmal auf der einen, das andere Mal auf 
der Gegenseite beriihren (Abb. 6). Die Beriihrungspunkte auf dem Kreis Ay,’ sind 
dann gleichzeitig die beiden Lagen des Mittelpunktes der Kugel I im Augenblick der 
Bertihrung mit II. Im Fall der inneren Tangente der beiden Kreise hat man, wenn 
der Winkel CBA’ = 6 gesetzt wird, 

4r 
60s’ = a0 
sin (o — 0) 


tg XY — = (41) 


cos (o — 0) — k,* 


Im Fall der auBeren Tangente, die der Zentralen BC parallel ist, wird der Winkel 
CBA’ = 90°, also 


Cos o 


tg oy = (42) 


k, — sino’ 
Damit die Kugel I nach dem Sto8 mit IL die Kugel III trifft, mu8 also 


cos o sin (o — 0) 


Se UD i cos (¢ — 6) —k, (43) 


k, — sino 
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sein. Dabei ist vorausgesetzt, daB die Verbindungslinie 4A’ den Kreis Ky,’ nicht 
noch einmal zwischen A und A’ schneidet. 


9. Energieverlust beim Sto® an der Wand. 


Wenn wir die kinetische Energie vor und nach dem StoB mit # und £’ bezeichnen, 
so wird ( D) 


W 50 60 
Abb. 7. Abb. 8. Energieverhaltnis beim Wandsto8 
Energieverlust beim Wandsto8B (e = 0,8). fiir verschiedene Werte von tga’. 


Nach Benutzung von (26) und (27) erhalt man 


wl '2 u 2 misecl 2 2 2 5 } Beas? 
= 37 mv? + zemro*= sm v* |e cos OF sin « — = ) : 


Daher fiir das Energieverhiltnis 


Devs 2—\? 
BE’ e? cos? « + 2 (sin a— eal 


,32 2 = se (44) 
B 1+ 2a 
Der spezifische Energieverlust wird also 
2 
pe 2 eat Sl 2 
AE (1 e?) cos a + (4 + sin a) +e 
ee (45) 


2 2 
1++a 


Der Verlauf der fiir e = 0°8 gezeichneten Kurven (Abb. 7) in Abhangigkeit von Aim 
Bereich — 2°5 <4 < 2°5 fiir verschiedene Werte von « zeigt ein mit der Erfahrung 
durchaus tibereinstimmendes Gesetz. Der Energieverlust ist im Gebiet der positiven 
wesentlich gréBer als fiir negative A, das hei®t ausgehend von dem Fall des drehungs- 
freien StoBes fallt der Energieverlust mit wachsenden negativen Werten von 4, 
wahrend er bei zunehmender positiver Rotation stark ansteigt und fiir « = 90° sogar 
den Wert 1 erreicht, der natiirlich nur eine theoretische Bedeutung hat, weil « = 90° 
nicht mehr realisierbar ist. Tatsichlich zeichnet sich praktisch der StoB A > 0 da- 
durch aus, daB man, wie z. B. beim Riickzieher, groBe Energie aufwenden mubB, 
damit der Ball nach dem RiickstoB noch etwa dieselbe Bewegungsenergie und Reich- 
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weite besitzt wie im Falle der negativen 4, wo durch eine leichte Energieaufwendung 
eine relativ ungeschwiichte Wirkung erzielt werden kann, der Ball also noch gentigend 
Energie besitzt, um nach dem StoB einen lingeren Weg zuriickzulegen und mehrere 
Reflexionen an der Berandung auszufthren. 

SchlieBlich kann man auch das Verhaltnis der Energien H und &’ durch Be- 
nutzung der Formeln (26) und (27) durch die Winkel « und x’ darstellen. Man 


erhalt dann den Ausdruck 
E’ e? cos? « (10 + 14 tg? a’) 
1 =" ~ 10 + (5sin « — 7¢ cos « tg a’)? 


(46) 


aus dem man sofort erkennt, da bei negativen Werten von «’ eine Verkleinerung 
von 7, also eine VergréBerung des Energieverlustes eintritt. Wir haben uns darauf 
beschrankt, den Verlauf von 7 fiir tg «’ = 0 und + 1 in Abhangigkeit von « wieder- 
zugeben. Man sieht, daB die Kurven von dem fir + tg «’ gemeinsamen Ausgangs- 
punkt 7 (0) fiir positive Werte von tg «’ bis zu einem relativ hohen Maximum an- 
steigen, um dann bis « = 90° auf Null abzusinken, wahrend sie fiir negative «’ mit 
wachsendem « von vornherein stetig abfallen bis zum Grenzwert Null bei « = 90°. 
Wie man leicht feststellt, wird fir das Maximum von 7 


tg a = etg a’ (47) 

und daraus berechnet sich dann der Wert des Maximums zu 
2 (5 + 7 tg? x’) 
"max a 5 4 | e2 tg? a’ 


Man bestiatigt auch leicht durch Gl. (28), da dieses Maximum dem Verschwinden 
der Tangentialkomponente der Aufprallgeschwindigkeit, also der Gleichung 4 + 
+ sin « = 0. entspricht. Fir « =o = 0 hat man-z.B. 4... — 0°64, fur tg o> — 
wird "y= 0°81 sundsar==733"7-. 


(48) 


10. Energieverlust beim Sto’ zweier Kugeln. 


In diesem Fall setzt sich die Energie nach dem StoB aus dem Betrag EH,’, der Energie 
der Kugel I und der Energie #,’ der Kugel IJ nach dem Sto8 zusammen. Wenn man 
die oben berechneten Werte von 2,’ @,’, v,' w,’ benutzt, erhalt man ohne Schwierig- 
keiten: 

a) im Falle des Gleitens 


i 
sa t(lice es) cos? a, + 2 Pia + e) cos a, (A + sin «,) —— f? hue cos? a, 


l Gedhaaats Toseaaaae ea ee 


“. ~I 


b) im Falle des Haftens 


1 
¥ (1 — e?) cos? «, + = (A + sin a)? 


| yp a (50) 
1+ 3” 


Dabei ist zu beachten, dai im ersten Ausdruck f cos «, (A + sin «,) stets > ist, 


da fiir negative Werte von 4+ sin a, auch f das Vorzeichen wechselt und fiir 
A + sin «, = 0 auch f verschwindet. 


7 
go fF (1 + €)? cos? x <f (1 + e) cos x, (A + sin «,) 


ist, so ergibt sich, daB 


(T —e") Cos a4 4 f (1 + e) cos a, (A + sin o) 


L pie 
2(1 += 2] 


> 
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a 70 20 30 40 $0 60 70 30. «0° a 10 20 30 40 50 60 70 . 80 90° 


Abb. 9. Energieverhiltnisse 7, und 7, beim Abb. 10. Energieverhaltnisse 7, und 7, beim 
Zweikugelsto8 mit Haftreibung (e = 0,9; ZweikugelstoB mit Gleitreibung (e = 0,9; f = 
f = 0,04). = 0,04). 


also auch kleiner als Eins ist, wie die Rechnung bestitigt. In beiden Fallen zeigt 
sich, daB der Energieverlust, wenn man von der Anderung von e absieht, halb so groB 
ist als beim StoB gegen die Bande. 


Fiir die Verteilung der Energie auf die beiden Kugeln I und IT nach dem StoB 
erhalten wir durch eine einfache Rechnung: 


a) beim Gleiten 


3 — e)2 7 2 
1 Ue me zi Snel cos? «, + f (1 + e) cos a, (A + sin a) 
ap Sook 5 got (64%) 
pepe 8 
5 
1 pe) 
See e)? (1 + + f) cos? Oy 
4 | ale ee 
eee a. (52) 
1+ 34 
b) beim Haften 
7 (A + sin «,)? + z (1 + e) (3 —e) cos? a, 
yy = 1 — aus as > (53) 
Saal 
5 
hes ¢ 4 : 1 
— (A + sin «,)? + — (1 + e)? cos? a, 
a 14 4 Cates (54) 
os te | 2 42 ; 
ie a? 


Wir haben die Schaar der Kurven 7, und », fiir die Grundwerte e = 0°9, f = 0°04 
in Abhingigkeit von «, fiir verschiedene Drehwerte veranschaulicht. Man erkennt 
aus den Diagrammen, da8 das Energieverhaltnis 7, fiir die Kugel I fiir kleine Winkel o, 
nur kleine Betrige aufweist, worauf bereits hingewiesen wurde und daB 7, mit wachsen- 
dem Winkel «, ansteigt. Anderseits ist das Energieverhaltnis 4, der zweiten Kugel 
bei kleinen Winkeln «x, groB und fallt mit wachsendem «, etwa im Sinne der cos-Kurve. 
Es folgt daraus z. B., daB bei kleinem o, die Kugel II mit einer Geschwindigkeit von 
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der GréBenordnung der Geschwindigkeit v, der stoBenden Kugel fortgestoBen wird, 
wihrend die Kugel I mit stark verminderter Energie der Kugel II nachlauft. Bei 
mittleren Winkeln x, ~ 40 bis 50° verteilt sich die Energie 1 etwa zu gleichen Teilen 
auf beide Kugeln. Dafiir aber weichen die Richtungen der Geschwindigkeiten 1,’ 
und v,’ stark voneinander ab. 

Wenn man auf die Haft- bzw. Gleitbedingung Riicksicht nimmt, erhalten die 
Energiekurven, wie iibrigens auch die anderen Diagramme einen unstetigen Verlauf, 
der aus den gegebenen Unterlagen leicht konstruiert werden kann. 


(EHingegangen am 6. November 1951.) 


Ein Problem verketteter Wahrscheinlichkeiten. 
Von H. Radek, Wien. 


Zusammenfassung. Diese Abhandlung beinhaltet eine Studie iiber ein Problem verketteter 
Wahrscheinlichkeiten, die von Markoff, Fréchet und anderen behandelt wurden. Die Matrix 
der hier betrachteten Ubergangswahrscheinlichkeiten ist dadurch charakterisiert, daB oberhalb 
der Hauptdiagonale alle Elemente Null sind. Im diskontinuierlichen Fall fihrt das Problem 
zur Potenzierung einer Matrix, dessen Loésung auf einer Transformation dieser Matrix in eine 
ahnliche Diagonalmatrix oder in eine ahnliche Jordansche Normalform beruht. Im kontinuier- 
lichen Fall besteht die Lésung in einem System von homogenen linearen Differentialgleichungen 
mit konstanten Koeffizienten. 


Summary. This paper contains an essay over a problem of chained probabilities as treated 
by Markoff, Fréchet, and others. The matrix of transition probabilities which are considered 
here is characterized by the fact that all the elements above the main diagonal are zero. In the 
discontinuous case the problem leads to certain powers of a matrix, the solution of which is 
based on a transformation of that matrix into a similar diagonal matrix or into a similar matrix 
of Jordan’s normal type. In the continuous case the solution consists of a system of linear 
homogeneous differential equations with constant coefficients. 


Résumé. Cet-essai se propose d’étudier un probléme des probabilités en chaine traitées par 
MM. Markoff, Fréchet, et autres. La matrice des probabilités transitives est caractérisée 
par le fait que tous les éléments au dessus de la diagonale principale sont zéro. Dans le eas discontinu 
le probléme conduit & des puissances d’une matrice, dont la solution est basée sur une transformation 
de cette matrice en une matrice similaire diagonale ou du type normal de Jordan. Dans le cas 
continu la solution consiste dans un systéme d’équations différentielles linéaires et homogénes 
avec des coéfficients constants. 


§ 1. Das diskontinuierliche Problem. 


Wir gehen von der Problemstellung aus, daB zwei Gruppen von Elementen vor- 
handen sind, die Gruppe A, mit den s-Elementen a, ... a, und die Gruppe K, mit den 
n-Elementen b, ... by. 

Jedes a; waihlt unabhingig von den iibrigen Elementen der Klasse K, ein und nur 
ein 6; und loscht dieses mit einer Wahrscheinlichkeit w, die als bekannt angenommen 
wird und fiir alle a; gleich gro sein soll. Es wird nun die Wahrscheinlichkeit V (s, 2, 
t, w)' bestimmt, daB die s-Elemente aus K, genau t-Elemente aus K, léschen, wenn 
simtliche a; in der oben beschriebenen Weise gleichzeitig auf die b; einwirken. Hierbei 
ist zu beachten, daB zwar jedes b; von mehreren a; gewahlt, aber nur einmal geloscht 
werden kann. 

Vorerst soll die Wahrscheinlichkeit V,, daB die sa; héchstens k bestimmte vorher 


' Die folgende Ableitung der Wahrscheinlichkeit V (s, n, ¢,w) wurde von Herrn Professor 
Dr. Hlawka angegeben (nicht ver6ffentlicht). 
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den 6; loschen. Nun ist fiir ein a, die Wahrscheinlichkeit eines dieser n — k b; zu 
wahlen (n — k)/n (n + 0) es zu léschen w (n — k)/n, es nicht zu loschen 1 — w (n — k)/n. 
Die Wahrscheinlichkeit V,, daB die a; diese n — kb; nicht loschen, ist daher: 


V.= LL —w(n—k)nP, OSk <n, n+ 0. (1) 


Beschriinkt man sich im Falle n = 0 ebenfalls auf das Intervall 0 < k < nN, SO 
ist nur k = 0 méglich. Die Wahrscheinlichkeit, ein 5; zu wihlen, ist dann 0, ebenso 
es zu loschen. Also gilt: 


Vos is n= 0. (la) 


Bezeichnen wir mit V (s, , t, w) bzw. V,,, die Wahrscheinlichkeit, daB die sa; 
genau ¢ vorgegebene 0b; léschen, dann ist: 


Vi= Vere t+ (Ve rat +(fKo k <n, 
Vi=Vio+ (Var +... +4. e 

fiir k = 1,2,...¢ (¢ <7) erhalt man: 
en Aare 


28) GQ eb) eS ie xe eG 8 fe 8) 6) Ke).e ss tel ema «ue avellels 0:5) '.eeks © alee vase parsene) @ 


ES AS ee ee ee ae 


Die Auflésung dieses Gleichungssystems nach JV, , erfolgt dadurch, daB man die 
Gleichungen der Reihe nach mit: 


(). — Ge Glen. (6 


multipliziert und dann die Summe “ae (— 1)* (;) V, bildet. 
k=0 
Es ergibt sich dann’: 


(= UF (i) V2 = Vs. (— 
Daraus folgt [vgl. (1)]: 


t x 
V (8, n, t, w) = (— 1)¢_>(— VF (;) [1 — (n—k) wn}, t<n, n+ 0. (2) 


Fir n =t=0 ist V,,,— V>, daher folgt aus (la): 


V (s,. 0, 0, wit. (2a) 


Die Wahrscheinlichkeit, daB die s-Elemente aus K, t-Elemente aus K, loschen, ist 
daher: 


V (8, mt, w) = (7) >’ (k) (— 1t* 1 — (nv — &) win, m + 0. (3) 


k=0 


2 Vgl. E. Netto: Lehrbuch der Kombinatorik, 8S. 255, Formel (43): 


t . 
Som =[ oy ine 


Ingenieur-Archiv VI, 3. 15 
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Da (; — 0 fiir k > ¢ kann beliebig weit nach oben summiert werden, ohne an dem 


Wert der Summe (3) etwas zu andern. 
Fir n — 0 t= 0 ist V (s, 0,0, w) = V (s, 0, 0, w). 


Fir n = 0 ¢>0 ist (7) =0. 


Somit gilt: 
V (s, 0, t ee as (3a) 
(s, ph) =F lea aaa 
Fir w = 0 folgt aus (3): 
ep, tO 
VMs Th Osean Psst (3b) 
Setzt man w > 0 voraus, so kann man (3) derart umformen: 
t 
V (s,m, t, w) = (2) (— 1} (— wy/nt 3” (— 1) (g) (» — jew — Be 
k=0 
t 
Da (;) == OUP tet und >” (;) (— 1)* (n — n/w — k)* = 0 fir t > s, gilt: 
k=0 
V8; Hj 1 bY = 0, FS nas (3c) 


Es soll nun noch die niedrigste Potenz von w in V (s, n, t, w) bestimmt werden. 
Nach (3) ist: 


a (') f yy (;) (se ey (*) (— 1) (xn — ky wi/ni = 
k=0 : 


=() LG SQ) Hy 
j=0 -- 


I 
—_— 
= 
——— 
cr 
a 
5 
~ 
—— 
=. 
+ 
on 


Fir; ¢ = 1 -ergibt sich:> V (apni, ) a= Se 


Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit, daB die s-Elemente aus K, n — t-Elemente 
aus K, léschen, mit W (s, n, t, w), so ist W (s, n, t, w) = V (s, n,n — t, w) und aus (3) 
folgt: 

n—t 
W (s,m, #, 0) =(— I" (7) S'("5 J (— 1 — (@— bwin, ne 0. (A) 
k=0 

Fir » = 0 ergibt sich [vgl. (3a)]: 

» plete. 
Me ine a4). fe) 


* Vgl. E. Netto: Lehrbuch der Kombinatorik, 8. 249, Formel (Ui) 


yi (— 18 (n — ky = ' 0j<4 


aga Ue aims Uh 


4 (3c) gilt auch fir n = 0, t= 0. Vel. (3a) und (3b 
SV gl Annas 3. st Nita i Be 


W (s, 0, t, w) 
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Die analogen Formen fiir (3b) und (3c) sind unmittelbar ersichtlich. Im weiteren 
Verlauf dieser Abhandlung soll W (s, n, ¢,w) immer als Grundwahrscheinlichkeit be- 
zeichnet werden. 

Unter der Annahme, daf in der Klasse K, ,-(bisher mit s bezeichnet) Elemente 
mit der Léschungswahrscheinlichkeit w, und in K, n,-(bisher mit n bezeichnet) Ele- 
mente mit der Léschungswahrscheinlichkeit w, vorhanden sind und die Elemente der 
beiden Klassen gleichzeitig in der vorhin beschriebenen Weise aufeinander wirken, ist: 


Ny Ng 
Dery (9) 34) = ey Die, U™ (61, 63) W (a9, 04, 81, W2) W (01, O, 82, Wy), (5) 
0 0 
wobei U“*) (s,, s.) die Wahrscheinlichkeit bedeutet, daS nach dem n + 1- ProzeB in 
K, genau s,- und in K, genau s,-Elemente vorhanden sind. Aus (3c) ergibt sich, da 
simtliche Glieder der Summe (5) fiir o; < s; (i = 1, 2) verschwinden. 

Wir haben nun eine Anzahl [(n, + 1) (nz + 1)] von Zustinden, charakterisiert 
durch die Zahl der Elemente (s,, s.) in den Klassen K, und K,. Fiir sie soll folgende 
»lexikographische“ Ordnung festgelegt werden: 

(s,, 8) kommt vor (s,, s.), wenn s. > 8). Ist s, = 8,, so kommt (s,, 8.) vor (8,, 89), 
wenn s, > 8, ist. Die Wahrscheinlichkeit, daB nach einem oben definierten Vorgang 
der Zustand Z; in den Zustand Z,, (j und & sind hierbei die Ordnungszahlen der be- 
treffenden Zustinde) iibergefiihrt wird, nennen wir p;,. Diese steht dann ein fiir alle 
Male fest, da wir annahmen, die Wahrscheinlichkeiten w, und w, bleiben bei simtlichen 
Prozessen konstant. Aus (3c) und der lexikographischen Ordnung geht hervor, dak 
Ge 8 -for 7 > k. 

Die transponierte Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten (p,,)’ ist daher 
Halbdiagonalmatrix und soll mit WW, bezeichnet werden: 

Hs gilt dann: 

UO ee A) es ae ce 5 YO), (6) 


wobei ll die einspaltige Matrix der Ubergangswahrscheinlichkeiten bedeutet und 
U© der 1. Einheitsvektor ist. 

Um 8,” zu bestimmen, wird man trachten, 8, auf Diagonalform zu transformieren, 
das heiBt eine nicht singulare Matrix A zu finden, derart, daB 


A, A = D* (7) 
gilt. D... Diagonalmatrix. 


Die Berechnung von Y%,” ist dann sehr einfach, weil D” eine Diagonalmatrix ist, 
deren Elemente die entsprechenden Elemente von D zur n-ten Potenz erhoben sind’. 

In dem Fall, wo sich YW, nicht auf eine reine Diagonalgestalt transformieren 1aBt, 
kann sie immer in eine Jordansche Normalform (das ist eine Matrix, die sich aus 
Kastchen der folgend angefiihrten Gestalt, langs der Hauptdiagonale zusammensetzt”) 
iibergefiihrt werden. 


6 Diese Art der Ableitung ist fiir verkettete Wahrscheinlichkeiten allgemein tiblich. Vegl. 
Mises: Wahrscheinlichkeitsrechnung und ihre Anwendung in der Statistik und theoretischen 
Physik, S. 534, Formel (4); Fréchet: Recherches théoriques modernes sur le calcul des probabilités. 
Second livres: Méthodes des fonctions arbitraires. Théorie des événements en chaine dans le 
cas d’un nombre fini d’états possible, II. Bd., S. 24, Formel (1,). 

7 Diese Matrix wurde bereits von Mises und Fréchet untersucht. Vgl. Mises, § 16, Z. 3, 
S. 535 und Fréchet, II. Bd., 8S. 26. (Da von jedem Autor nur ein Werk beniitzt wurde, wird 
in den meisten Fallen lediglich der Verfasser zitiert.) 

8 Vgl. O. Schreier und E. Sperner: Einfithrung in die analytische Geometrie und Algebra, 
II. Bd., § 7, S. 80 bis 103 (insbesondere die Satze 1 bis 7). 

9 Be As De A. ; 

10 Vgl. Schreier-Sperner: II. Bd., 8S. 126 bis 130: Die Jordansche Normalform. 

15* 
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Nun gilt: ; 
1 a (;) Ci a” 
nN) n— n 
1 a = (5) Tie (") OT eh 
5 CL ihe teens uae es ‘ eG ven: 
| 0 l a | le a eae m rn 
Also ist auch in diesem Falle die Potenzierung der Matrix leicht méglich. 
Beispiel: | 
ny, = 3, = 1w,= 0w, > 0 (wenn w, = 0, dann ist W, die Kinsmatrix). Nun ist: 
(um (31) ) (l=) 0 s (1 
Um (2:1) Wo (1 — wz) 0 
GO (Lyf Ws (1 — w,) 0 
| U™ (0°1) | bene We 0 | 
Bezeichnet man die Matrix: 
[ (1 — w,) Osa 0 0 | 
1 1—w 0 0 as 
( 2) gee 
(1 — wy) 0 
| 0 0 i! J 
so ist: 
( 1/w,? el, we 0 
1 a 0 w 
0 [We D 2 we W, 
0 0 ] 0 0 i 
Lie) = Ue al 1 | 1 1 1 1 

und es ergibt sich dann nach den Formeln (6) und (7): 

( U@ (3-1) (1 — w,)” { 0 
Um (21) | | (f) ww. — w,)"-2 0 
Um (1-1) | | (5) wt (1 — w,)"-? 0 
000) ) [1 a—wyr— (te wg wea eae? | | a 


Nun soll die Existenz des lim: U, — U,° (k bedeutet die Ordnungszahl des 


n—> co 
betreffenden Zustandes) bewiesen, und der Grenzwert selbst niher untersucht werden. 
Um diese Untersuchung zu erleichtern, sollen die Zustiinde, deren Ubergangs- 
wahrscheinlichkeit p;, = 1 ist, an den SchluB der Matrix 1 geordnet werden. Da 
in der Spalte, wo p,, = 1, simtliche anderen Elemente Null sind, bleibt die EKigen- 


schaft p;;, = 0 fiir 7 > k erhalten, das heiBt, da W, weiter Halbdiagonalmatrix ist 


(also auch die Transformationsmatrix A). Da ," — 4D 4 ist, gentigt es, die 


Existenz des Grenzwertes fiir die Diagonalmatrix D” nachzuweisen; dieser ist aber 
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unmittelbar ersichtlich. Es ist ¥,°°) = 4-1 D©°) A. Auch wenn D keine reine Diagonal- 


matrix ist, sondern sich aus Kistchen der vorhin angegebenen Art zusammensetzt, 
ist lim: D” leicht zu bestimmen: ist |a| <1 so 


n—->Cco 
0 
De — 
0 
Nun sind die Elemente von °%$,” linear homogene Funktionen von Dayint ate Daag 
[m bedeutet die Anzahl der Zustinde und ist (mn, + 1) (nm,-+1)]. Da A bzw. A+ 


Halbdiagonalmatrizen sind, sind die Elemente der k-ten Zeile der Matrix @,” speziell 
lineare homogene Funktionen von p,,” ... p,x". 


Bezeichnet man die Zahl der Zustiinde, deren Ubergangswahrscheinlichkeit p,, = 1 
ist, mit m — y, so gilt nach der oben angegebenen Ordnung p,, <1 fiir k < y und es 
streben die Grenzwerte siimtlicher Elemente der ersten y-Zeilen der Matrix %,/" fiir 
nm —> co gegen Null. Also auch die U,™ (& < y), denn diese sind ja die Elemente der 
ersten Spalte von YW,". Im Falle k > y ist p,;, — 1, das hei®t, da& simtliche anderen 
Elemente der k-ten Spalten (k > y) von 8, Null sind, ebenso die entsprechenden 
Elemente von A bzw. A-. 


Daraus folgt: 
UL — F, (P31” aes Pao) + Bey Pens k = > Pr a i 


a,, bedeutet das Element der ersten Spalte und k-ten Zeile von A, wobei F, (p,,” ..- 
..+ Py") eine linear homogene Funktion von p,,”... p,,” ist, deren Grenzwerte 
wegen p,, <1 fir k <y gegen Null strebt. Zusammenfassend gilt also!!: 


GS Oe Pegi Ue (8a) 
Oe Ge. Pp 1 (8b) 


Es soll jetzt noch untersucht werden, wie Z, beschaffen sein mu8, damit p,; = 1, 
das heiBt also, daB die beiden Grundwahrscheinlichkeiten W (s., s,, s;, w,) und W (s,, 
Go, 9a, 4) = 1. sind. 


Aus (4) und (4a) ergibt sich: 
(1 aa w,)*, 89 5 0, 
W (s,; So, So, W;) fer \ L $5 = 0. 
Daraus ist zu ersehen, daB fiir w,,w, >.0 die Grenzwerte 
US (5,0) und UO (0, %) +0 (0 <8, <m, 0 <8, <,), 
fiir w, = 0 w, > 0 der Grenzwert U©) (0, n.) = 1, 
fir w,> 0 w,=0 der Grenzwert UO (n,, 0) = 1, 


fiir w, = 0 w,=0 der Grenzwert UO (n,, n,) = 1. 
Das hier betrachtete Problem der verketteten Wahrscheinlichkeiten gehért somit 


11 Hier wird darauf verwiesen, da’: 


6, 0-<— 24, =. 1, lim pax” =| 


| W; == 0. n—>co 


0, S Pri << 1, 


lim (1 — w,)” SS { ae Per = 1. 


n—> co 


12 Alle iibrigen Grenzwerte sind in diesen Fallen Null. 
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zu jenen, welche dadurch charakterisiert sind, daB ,,gewisse p;;, = 0%. Solche Falle 
wiren z. B. der ,,cas de Hostinski‘’ und das ,,exemple du Lord Rayleigh‘. 

Was die Methode der Auflésung durch Potenzierung der Matrix betrifft, ist diese 
natiirlich auch bei anderen Wahrscheinlichkeitsketten, als bei den in dieser Arbeit 
speziell betrachteten durchfihrbar. 


So ist z. B. beim ,,cas de deux états possibles“’: 
l—a Db W, = 1, 
8, = | a 1—b W,=l1—a-—b. 
bikes 1/(l1—a—b) 1/(l—a—b) gels b(1—a— b)/(a + db) a 
vs — ab ! ~ \a(l—a— b)(a +6) + b/(a +) 


2B, =l—a—b 
| 


aye 0 

2 al je stinice 
PON ites oe, abate CL rete Dal Maree) b[1 — (1 — a= b)"}/(a + 8) 

Tai, ads oe A Wie eae aot eee 


§ 2. Das kontinuierliche Problem. 


Setzt man in (5) ¢ statt n, t + At statt n + 1 und w, At statt w;, so bedeuten: 

U,¢+ 49 die Wahrscheinlichkeit, daB nach Ablauf der Zeit ¢ + At der Zustand 
Z;, (81) 8) tatsaichlich besteht. 

U,® die Wahrscheinlichkeit, daB nach Ablauf der Zeit ¢ der Zustand Z; (0,, o,) 
tatsaichlich besteht. 

w,; At die Wahrscheinlichkeit, daB ein Element aus K, ein Element aus K, im Zeit- 
intervall Az léscht. 

W (64, 65; 89, W, At) die Wahrscheinlichkeit, daB, wenn in K, o,-, in K, o,-Elemente 
vorhanden waren, nach Ablauf des Zeitintervalles At in K, noch s,-Elemente verbleiben. 

Aus Formel (5) und den nachfolgenden Ausfiihrungen ergibt sich unter Einfiihrung 
der auf S. 211 angefiihrten Bezeichnungsweise: 


k 
U,e+ 4) — ann U; p;;, (At) 


und somit ist: oe 
UE A One) st Yu! Dix (At). (9) 
Setzt man: <a 
(Sas ee 
a | im at ae ‘= (51 Wy + 82 We), 7 = k. 


8 Es ist jedoch festzuhalten, das bei dem in dieser Arbeit betrachteten Problem nicht etwa 
wie beim ,,cas de Hostinski‘ der ,,cas régulier‘‘ verwirklicht ist. Die Limites U,{°°) sind ja vom 
Anfangszustand (n, 2) abhingig. Man vergleiche Fréchet: II. Bd, 8S. 33, Beispiel ITI. 

14 Fréchet: II. Bd., 8S. 33 und 98. 

16 Fréchet: II. Bd., S.119 und 120. 

8 Dip (At) = W (dg, 04, 83, We At) W (04, Og, 8g, W, At). 
” Bei den p,;,, (At) (j + &) sind zwei Fille zu unterscheiden: 1. Pix = 0, 2. pj, > 0. Im zweiten 
Fall sind alle o; = s;, aber mindestens ein o; > s; = 0 und man kann aus Pin (At) At herausheben 
(vgl. die Ausfiihrung tber die Bestimmung der niedrigsten Potenz von 2, 8. 210). Daher ist 
Pix (Mt)/At eine ganze rationale Funktion in At, deren Grenzwert fiir At—> 0 existiert. 

18 Die w,; sind Wahrscheinlichkeitsdichten, die also auch > 1 sein konnen. 


= 
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, ; Ue + At) Ue? d dU (t) 
und bezeichnet den lim - oF “— mit aT , So ergibt sich aus (9) folgendes 
At—>0 


System von Differentialgleichungen: 


k 
d Et 
a 0,0 = >: U pix (10) 
j=1 


Die Differentialgleichungen dieses Systems sind linear und homogen mit konstanten 
Koeffizienten (p;,). Die einfachste Auflésungsméglichkeit ist durch die Bedingung 
Pix = 0 fir 7 > k unmittelbar gegeben”. 


Aus (10) und den Anfangsbedingungen: 


yo fb k=], 
ore > 1, 
folgt: 
eu! k=, 
U,98 =< _ t/k-1 a ee (11) 
cn! ( SU; Di.) de, ee a 2 
\ owt 


Da das System (10) ein d’Alembertsches System ist, gilt fiir den Fall, daB alle 
Pre Voneinander verschieden sind: 


k = 
7 == D? 0, ePan? 20, Cy, --- Konstante. (12) 
a=t1 
Der Fall, da mehrere p,,2' gleich sind, soll an Hand eines Beispieles (man ver- 
gleiche S. 212) erlautert werden: 


Beispiel: 
RS Mh, =k ep =) ww, = 0; 

= U® (3:1) = — w, U® (3:1), CONS bee OL, 
£- U® (2-1) = wy UO (3-1) — w, UY (21), U (21) — 0, 
- CEM by =e, UM (2:1) 20, 0 (1-1), UOM11) = 0, 
= Uo (0-1) = Wy U® (171); UO) (0-1) Se 0, 

U® (s-l)}=s en vet 

COLA 1) == wie es! 

OP 601) = 4), wt? Fa", 

U® (0°1) = 1 o eat ae Ws t e wat a Mes we fa Ee wat, 


Die Existenz des lim: U, ist aus (12) unmittelbar ersichtlich. Auch wenn die 
At—>0 a: 
C,, keine Konstanten, sondern Funktionen von ¢ von der Gestalt ¢;,; ¢' sind. 


Ordnet man die Zustiinde wie bei der Betrachtung des diskontinuierlichen Grenz- 
wertes, so ergibt sich aus (11): 


19 Vgl. Serret-Scheffers Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung, Bd. III, 8. 281. 

20 Vel. Serret-Scheffers Bd. ILI., 8. 301 bis 306. Da (p;,) Halbdiagonalmatrix ist, sind 
die p,;, die Wurzeln der charakteristischen Gleichung. 

21 Allgemein: vgl. Serret-Scheffers Bd. III, 8. 312, Satz 13. 
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A ee a oe 
Ue een | | 2 k u,°) e kk dr, k<y, Par <9, 
owt 
t/ ¥ ed 
UP = | Pez v3) a ae ee 
0 \j=1 


Aus (12) folgt dann, da8 wie beim diskontinuierlichen Problem Uo) + 0 strebt, 
fir k<y. Damit Uj,’ + B0 < B<1 strebt, ist also notwendig, daB k > y. Doch 
kann der Fall eintreten, daB8 der diskontinuierliche Grenzwert groBer Null, der kon- 
tinuierliche hingegen gleich Null wird”. 


Tabelle 1 a*. 


O'1 gegen O'l. 
1 2 3 4 5 6 7 pe 10 
47 84 97 99 100 
l 6 2 0 0 0 | 
47 14 3 1 0 | 
| 
14 49 79 93 98 100 
2 2 2 1 0 0 0 
84 49 20 7 2 0 
3 20 49°5 15 90 97 99 100 
3 0 1 1 1 0 0 0 0 
97 79 49°5 24 10 3 1 0 
1 7 24 49°5 73 88 95 | 98 | 100° 
4 0 0 1 1 0 0 0 0 0 
99 93 15 49°5 27 12 5 2 0 
0 2 10 27 49°5 71 86 94 | 98 | 99 
5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
100 98 90 73 49°5 29 14 6 2 l 
0 3 12 29 50 70 g4 | 93 | 97 
6 0 0 0 0 0 ie 0 0 
100 97 88 71 50 365-18 7 3 
0 1 5 14 30 50 6s | 82} 91 
7 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
100 99 95 86 70 50 32 | 18 9 
0 2 6 16 32 | 50]| 671 81 
8 0 0 0 0 0 0 0 0 
100 98 94 84 68 60°) 33°18 
ee hn eee Seer | 
0 Pha 7 18 33 | BO | 66 
9 0 0 0 0 0 0 0 
100 98 | 93 82 67 | 50 | 34 
0 ig $2y;) 9 19 | 34] 50 
10 0 Or is qe. | 0 0 0 0 
100 Boe) V9 08 91 81 | 66 | 50 
| 


22 Vel. § 3, I. USO (0, 0). 
* Zur Erlauterung der Tabellen vgl. S. 222. 
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Der Ubergang vom diskontinuierlichen zum kontinuierlichen Problem wurde somit 
nach der Methode von Kolmogoroff mit dem Unterschied durchgefiihrt, daB Kolmo- 


goroff von der diskontinuierlichen Liésung ausgeht, wogegen hier kontinuierliches 
Léschen angenommen wurde”, 


§ 3. Konkrete Beispiele. 
I. In jeder Klasse nur ein Element. 
a) Diskontinuierlich: 


UG+Y (1-1) = — w,) (1 — w,) UM (1:1), 
Ue+2(Q-1) = W, (1 — w,) U™ (1:1) + U™ (01), 
e+ (1-0) = w, (1 — w,) UM (1-1) + U (1-0), 
UM+D (0-0) = w, w, U™ (1°1) + U™ (0:0), 
Tabelle 1b. 
O°l gegen 0°5. 
% 2 o 4 5 6 v4 8 9 10 
| 
9 38 64 | 83 93 98 99 100 
1 9 6 4 2 1 0 0 0 
82 56 32 15 6 2 1 0 
Oo | 4 i7 35 56 | 73 85. 93 97 99 
2 0 2 3 3 a2 | 2 1 0 0 0 
100 94 80 62 42 25 14 vi 3 1 
0 2 8 18 34 51 67 79 88 
3 0 1 1 ea 2 2 1 1 1 
100 97 91 80 64 47 32 20 11 
0 1 4 9 19 32 47 62 
4 0 0 0 1 u 1 1 1 
100 99 96 90 80 67 52 a7 
0 2 5 10 19 31 
5 0 0 0 1 1 1 
100 98 95 89 80 68 
ah | 0 1 2 6 11 
6 0 0 0 0 1 
100 99 98 94 88 
i 0 1 3 
7 0 0 0 
100 99 97 
mt a 0 1 
8 0 0 
100 99 
' 4 , inal 
| 0 
9 0 
100 


23 Vel. Fréchet: II. Bd., 8. 202, letzter Satz, und 8S. 205, Formel (6). 
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UO+Y (11) = (1 — wy) (1 — 2)" UO (1D), 


UM+) (0-1) = wy (1 — w,) W (1:2) U (1-1) 
UM+D (1-0) = w, (1 — wy) W (1:2) U (1-1) 


+ UO (OL), 
+ U (1-0), 
UM+) (0:0) = w, w, W (1:2) U (1-1) + VU (0-0), 
W (1-2) = [1 — (1 — w,)" (1 — w,)*)/[1 — (1 — wg) (L — 04)]- 
b) Kontinuierlich: 


Ue+ 4) (1-1) = (1 — w, At) (1 — w, At) U® (1-1), 


Ut AO Or ie w, At (1 — w, At) U® (1-1) + U® (0-1), 
Uet+ 4) (1:0) = w, At (1 — w, At) U (1:1) + VU (1°0), 
Ut+ 4 (0-0) = w, At w, At U (1:1) + U™ (0:0). 
Daraus ergibt sich: 
d 
aq U% (1:1) = — (wz + w,) U® (11), 
= OT) a w, UO “(1-1), 
Tabelle le. 
O'l gegen 0°9. - 
pare 2 ae Ties 4 BAS ae re) oe i aera 
SEE 
| 1 21 44 65 go>") --90°" | 964-98) | og tpetad 
1 10 8 6 3 2 1 0 oO: Soere 
89 71 50a eae 18 9 4 2 1). 46 
=< | pe NE =e 2 Be eis | 
0 Male fe 14 28 | 45 61 74 | 84 | 91 
2 0 1 3 3 3 3 2 2 nies 
100 98 93 83 69 52 37 24 | 15 8 
0 1 4 | 40° -| aie Shar eseeeeme 
3 0 1 a Ma 2 2 2 2 
| 100 98 95 | 89 79 67 53 | 39 
0 1 | ee aan 14} 22 
4 0 0 eae le 1 2 
100 99 06° |. 62 | Seg tT) Gee 
—s — | — | ———— -— ae ee 
| 0 1 2 5 
5 Of (ag 1 1 
100 99 | 97 | 94 
| =e =| oes Dee Ss 
| 0 1 
6 | | 0 0 
| . 100 | 99 
ak ies | wen! Oy ee 
| | | 0 
7 | | 0 
| | 100 


Ein Problem verketteter Wahrscheinlichkeiten. 
d Tw (1: W 


d 
dt Ue (0:0) = 0 


und man erhalt: 


EL) = oh TOF (ist), 

U (0-1) = w, (1 — e”) U (1-1) /(wy + w,) + U (0-1), 
U® (1:0) = w, (1 — e”) U (1°1)/(w, + w,) + U (1:0) 
U® (0:0) = U (0-0), 


eW = es so wit 


Tabelle 2a. 
0°9 gegen Orl. 
1 | 2 | 3 | 4 | 5 6 7 
: | 
89 100 | | 
1 10 0 | | 
1 0 | 
71 |. 98 100 
2 s | ae 0 
21 “Saas 0 
a ae 100 | 
3 6 3 a 
44 4 o | 
32 83 98 | 100 
4 3 3 1 0 
65 14 | 1 0 
18 69 95 100 
5 2 3 1 0 
80 28 4 Oo | 
9 52 89 99 | 100 
6 1 3 1 0 0 
90 45 10 1 0 
as a ee eee zd . 
4 pe a ee 100 
7 0 2 2 1 o- | ) 
96 61 19 | 3 a. 
= = = —|——__— a xe Sls SS seal eet 
2 | 24 67 | 92 99 100 
8 Oo 2 2 1 0 0 
6 | TT 31 7 1 0 
eh ee 53 85 97 100 
9 QO | 1 ae P2S 1 0 | 
99 84 45 | 14 | 2 0 
= —_ — | —_ —— ———— | —— ——— 
0 8 a5. 10 ae) 92 99 | 100 
10 0 1 2 | 1 0 0 
100 91 59 22 5 1 0 
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Das Problem der Vorgabe: 
Wenn man 0 < w, < w, voraussetzt, ist U') (0°1) > US) (1:0). 


Es wird nun folgende Frage gestellt: 

Welche Verteilung U (1:1), U (0:1), U® (1:0), U® (0-0) mu bestehen, damit 
U2) (0-1) = US (1-0)? 

Aus U©°) (0:1) = U9) (1:0) folgt: 


a) diskontinuierlich : 
U (1:0) =-1/(2 wy — wy we) {(w, — w;) [1 — UM (0-1) — U (0°0)] + 
+f = (1 =a) (1) OM 


Tabelle 2 b.. 
0°9 gegen 0°5. 
1 2 3 4 5 6 "i 8 9 10 
47 100 
i 47 0 
6 0 ; 
1l 68 97 100 
2 ll 22 3 0 
78 10 0) 0) 
1 29 717 97 100 
3 {| 19 14 2 0 
98 52 9 1 0 
0 5 44 82 97 100 
4 0 7 15 9 2 0 
100 88 41 9 1 0 
0 1 17 55 86 98 100 
5 0 1 8 13 74 1 0) 
100 98 75 32 7 1 0 
0 4 28 64 89 98 _ 100 
6 0 3 10 11 5 1 0 
100 93 62 25 6 1 0 | 
0 is 2 10 38 Te 91 - | +98 100 
7 0) 0 5 XO: 4» 8 4 1 0 
100 99 85 52 21 5 1 0 
0 3 17 ay 76 93 98 100 
8 0) 1 6 ea q 3 1 0 
100} 96 why 44 17 4 1 0 
0 1 6 25 55 81 94 99 
9 0 (0) 3 7 8 5 2 0 
100 99 91 68 Sa 14 4 1 
0 2 ll 34 62 84 95 
10 0 1 4 7 rf 4 2 
100 97 85 59 Sahih ey 3 
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b) kontinuierlich: 
U0) (10) = 1/2 w, {(w, — W,) [1 — UV (0-1) — UO (0°0)] + (w, + w,) U (0°1)}. 


Unter der Annahme U® (0:1) = U® (0-0) = 0 wiirde also das Element K, die 
Vorgabe: 


a) diskontinuierlich: U (1:0) = (w, — w,)/(2 w, — w, w,); 


b) kontinuierlich: U® (1:0) = (wy — w,)/2 wy, 
benstigen, damit U‘°°) (0°1) = U‘) (1:0). 


Tabelle 2c. 
0°9 gegen 0°9. 
1 2 | 3 4 g | 6 / 7 8 9 10 
7 mec artl sata ciety hs Fie ead Sey ei eevee 
9 oF?) “so0sT) 
1 82 1 eo 
9 0 0 | 
0 28 83 100 | 
2 1 44 15 Or 4 | 
99 28 2 0 
hh a a 80 99 100 
3 0 15 38 15 1 0 
100 83 31 5 0 0 
0 5 36 78 96 100 
4 0 15 28 13 3 0 
100 80 36 9 LW 0 
0 0 9 39 15 94 99 | 100 
5 0 1 13 22 14 4 1 0 
100 99 78 39 11 2 0 0 
Oo | 1 11 40 72 92 99 | 100 
6 0 3 14 20 14 5 1 0 
100 96 15 40 14 3 0 0 
0 2 14 40°5 71 91 98 
7 0 4 14 19 14 5 1 
100 94 72 40°5 15 4 1 
0 0 3 15 40 |: 76 89 
8 0 1 5 14 18 13 6 
100 | 99 92 71 Ae 37 5 
0 0 4 17 42 69 
9 0 1 5 13 16 12 
100 99 91 70 42 19 
0 1 5 19 43 
10 0 1 6 12 14 
100 98 89 69 43 
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AnschlieBend wird eine tabellarische Ubersicht iiber die numerischen Werte der 
Vorgabe angegeben: 


a) diskontinuierlich: 


Wo Wy, Wy Wy We W, 

1 0:0 0°500000 0:9 0:0 0°500000 0°5 0:0 0°500000 
] 0-1 0°473 684 0-9 Ol 0°467 836 0°5 Ol 0°421 053 
less 0°5 0°333 333 0°9 0°5 0°296 296 0°5 0:3 0°235 294 
] 0:9 0°090 909 0-9 0:7 0°170940 0°3 0-1 0°350877 

b) kontinuierlich : 

Ws Wy We Wy We Wy 

il 0:0 0:500 000 0-9 0:0 0-500 000 0°5 0:0 0°500 000 
1 Ol 0°450 000 0-9 Ol 0°444444 Orb Ol 0°400 000 
1 0-5 0°250 000 0°9 0°5 Or2 22222 0°5 Ore 0-200 000 
iL 0-9 0-7 O-1I1111 0:3 O:l Osavaco 


0°9 0:050 000 


II. Numerische Ubersicht. 
Die Tabellen der Seiten 216 bis 221 geben eine Ubersicht?4 der Werte von: 


ny 
U2) (9,10) aan Zales 
y= 1 


2): (OVO), ene 2. Zeile, 
> ©) (0, 2)... 3. Zeile, 
yeaa 
bis zu 10 Elementen in jeder Klasse, und zwar: 
Tab. lw, == 0-1 ind ' w, =a) 01 by. ep-o: 
Tab. 2 w,= 0'9 und w, =a) 01, by0-5, 6) O98, 
wobei z. B. bei Tab. 1b: 


C1 


folgendes bedeutet: 


K,: 5 Elemente w, = 0:1, K,: 3 Elemente w, = 0°5, 


> Ul) (y, 0) = 18% 
wre 


? 


U) (0, 0) = 2% 


3 
ey U0, i) = BOO 
#=1 ; 


24 Diskontinuierlich. 


(Hingegangen am 26. November 1951. ) 
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Ein werkstoffgerechtes Verfahren zur Bemessung von 
Durchlaufbalken aus Stahlbeton. 
Von K. Jager, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Verschirfte Ermittlung der Biegemomente in statisch unbestimmten 
Stahlbetonbalken unter Beriicksichtigung der zufolge der Verteilung der Stahleinlagen ver- 
ainderlichen Biegesteifigkeit, welche durch das in jedem Querschnitt aufnehmbare Tragmoment 
definiert wird. 


Summary. The paper deals with a more exact method of computing the bending moments 
in statically indeterminate reinforced concrete beams. The bending stiffness, being defined by 
the load moment that may be taken by any cross-section, is allowed to be variable owing to 
the distribution of the steel reinforcements. 


Résumé. Détermination précise des moments de flexion dans les poutres hyperstatiques 
en béton armé, compte tenu de la rigidité en flexion variable, die a la distribution des armatures 
d’acier et définie par le moment pouvant étre encaissé dans chaque section. 


1. Einleitung. 


Die Ermittlung der Schnittkrifte in statisch unbestimmten Balken aus Stahlbeton 
erfolgt in iiblicher Weise auf elastizititstheoretischer Grundlage, das heift unter der 
Annahme eines homogenen, isotropen und unbeschriinkt elastischen Werkstoffes (Zu- 
stand I, volle Mitwirkung der Betonzugzone). Die genannten Voraussetzungen treffen 
zwar fiir sehr kleine Laststufen hinreichend genau zu, sie gelten jedoch weder fiir die 
Gebrauchsiast und noch weit weniger im Bereich der praktisch aufnehmbaren Last 
(Traglast). Das in den meisten Lindern fiir die Bemessung noch verwendete n-Ver- 
fahren beruht auf der Ausschaltung der Betonzugzone und auf der Annahme des 
Hookeschen Gesetzes fiir Beton und Stahl mit einem unveranderlichen Wert n = 15 
der Elastizitaétsmoduli (Zustand II), es ist somit auf den Bereich der Gebrauchslast 
abgestimmt und vermag im allgemeinen keinen Aufschlu8 tiber die Tragfihigkeit 
und damit tiber die Sicherheit des Bauteiles zu geben. 

Die verlaBliche Vorausberechnung der Tragfaihigkeit von Bauteilen aus Stahlbeton 
erméglicht vor allem die richtige Auswertung von Versuchsergebnissen, sie ist nicht 
nur wegen der besseren Ausnutzung der Festigkeitseigenschaften des Betons von 
eréBter wirtschaftlicher Bedeutung, sondern auch im Hinblick auf die in jiingster 
Zeit immer mehr in Erscheinung tretende Vorspann-Bauweise, auf welche das n-Ver- 
fahren iiberhaupt nicht angewendet werden kann, zu einer Notwendigkeit geworden. 
In richtiger Erkenntnis dieser Zusammenhange wurde in den vergangenen 15 Jahren 
eine Reihe von Forschungsarbeiten veroffentlicht, welche die Entwicklung neuer Be- 
rechnungsverfahren unter Bezugnahme auf Versuchsergebnisse bzw. unter Kinfiihrung 
der wirklichen Formanderungsgesetze von Stahl und Beton zum Ziele hatten. Wahrend 
die Mehrzahl dieser Arbeiten lediglich die Vorausberechnung der Bruchlast_ be- 
zweckt!, strebt eine Gruppe anderer Untersuchungen vor allem die Darstellung des 
Tragverhaltens innerhalb des ganzen Lastbereiches an und gelangt hierbei zu der 
wichtigen Feststellung, daB nicht die Bruchlast selbst, sondern eine unter ihr liegende 
Last, die sog. Traglast? oder Kritische Last® als Grundlage fiir die Bemessung 


a aie Saliger: Die neue Theorie des Stahlbetons, 1. bis 3. Aufl. Wien: F. Deuticke. 1947 
bis 1950. — F. Gebauer: Die Plastizitatstheorie im Stahlbetonbau. Wien: G. Fromme. 1949. — 
Weitere Literaturangaben in einer zusammenfassenden Darstellung von K. B. Haberstock: 
Die n-freien Berechnungsweisen des einfach bewehrten, rechteckigen Stahlbetonbalkens, Heft 103 
des Deutschen Ausschusses fiir Stahlbeton, Berlin 1951. 
2 K. Jager: Festigkeitsnachweis im Stahlbetonbau. Wien: Manzsche Verlagsbuchhandlung. 
1948. 
‘ 3 E. Bittner: Das Halbparabelverfahren. Selbstverlag, Oktober 1948. — H. Risch: Bruch- 
last und Bruchsicherheitsnachweis bei Biegebeanspruchung von Stahlbeton unter besonderer 
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anzusehen sei. Die Traglast entspricht hierbei jenem kritischen Zustand, in welchem 
die Dehnung der Stahleinlagen einen bestimmten Héchstwert nicht tiberschreitet 
(gefaihrlicher RiBzustand), wobei auBerdem die zugehérige Langenanderung am Biege- 
druckrand durch die Betonstauchung am Beginn des bildsamen Zustandes (Hinleitung 
der Gefiigeauflockerung) begrenzt sein soll?: 

Aus dieser kurzen Betrachtung iiber den jetzigen Stand der Bemessungsgrundlagen 
folgt, daB die derzeitige Berechnung der Schnittkrafte und die Bemessung statisch 
unbestimmter Stahlbetonbalken unter verschiedenen und einander widersprechenden 
Voraussetzungen vorgenommen wird. Dies und die Tatsache, dai schlieBlich auch die 
Tragfihigkeit derartiger Bauteile von gré8ter Bedeutung ist, veranlaBten den Ver- 
fasser, eine ausfiihrliche Untersuchung iiber das Tragverhalten statisch unbestimmter 
Balken sowohl im Gebrauchszustand als auch im kritischen Zustand durchzufihren?, 
nachdem auf die grundsitzlichen Zusammenhinge schon in einer friiheren Veréffent- 
lichung hingewiesen wurde?. Hierbei wurde festgestellt, da das derzeitige Berech- 
nungs- und Bemessungsverfahren im allgemeinen weder eine gleichzeitige Ausnutzung 
der Stahleinlagen an den Orten der Momentengré8twerte noch die Einhaltung eines 
geforderten Sicherheitsgrades gewihrleistet. Ferner konnte gezeigt werden, dal} der 
Verlauf der Biegemomente von den in den mafBgebenden Querschnitten (Feld- bzw. 
Einspann- oder Stiitzenquerschnitt) zufolge einer gegebenen Bewehrung vorhandenen 
Momentenaufnahmefiahigkeit abhingt®. Diese Ergebnisse bestitigen also keines- 
falls die allgemein herrschende Ansicht, daf die Berechnung der Schnittkrafte nach 
Zustand I durch die Versuchserfahrung vollauf gerechtfertigt sei. Es ist hierzu zu 
bemerken, da die Abweichungen im allgemeinen zwar innerhalb des unvermeidlichen 
Streuungsbereiches von Versuchen liegen und daher auf diesem Wege ohne Kenntnis 
der zu erwartenden theoretischen Werte mit Sicherheit gar nicht feststellbar sind?+, 
daB aber ihre Beriicksichtigung eine den wirklichen Verhaltnissen besser entsprechende 
Verteilung der Bewehrung ermdglicht. SchlieBlich sei noch ausdriicklich hervor- 
gehoben, da mit einem mancherorts behaupteten ,,Ausgleich der MomentengréBt- 
werte durch Bildung von FlieBgelenken“ im vorliegenden Falle selbstverstindlich 
nicht gerechnet werden kann und darf*: ?: 1. 

Im Sinne der obigen Ausfiihrungen wird anschlieBend ein fiir die praktische An- 
wendung geeignetes Iterationsverfahren entwickelt, welches den Eigenschaften des 
Verbundbaustoffes angepaBt ist und die Verbesserung des unter den iiblichen An- 
nahmen gefundenen Momentenverlaufes durch Beriicksichtigung der Verteilung der 
Stahleinlagen erméglicht. Im Rahmen dieses Aufsatzes kann die Lésung dieser Auf- 
gabe nur grundsatzlich erfolgen und schrankt die Anwendung zunichst auf Balken 
mit feldweise unveradnderlichem Rechteckquerschnitt ein. Bei der Ermittlung des 
Momentenverlaufes wird zweckmabig die stufenweise Momentenverteilungsmethode 
von Cross verwendet, die vom einseitig bzw. vom beiderseits fest eingespannten 
Balken ausgeht und im folgenden als bekannt vorausgesetzt wird’. 


Beriicksichtigung der Vorspannung. Beton- u. Stahlbetonbau H. 9 (1950). — K. Jager: Die 
Bedeutung des Traglastverfahrens fiir die Weiterentwicklung des Stahlbetonbaues. Vortrag, 
gehalten am Osterr. Betontag 1951 in Wien. Osterr. Bauz. H. 1/3 (1952). — K. Jager: Uber die 
Bemessungsgrundlagen im Stahlbetonbau. Osterr. Bauztg. Heft 29/30 (1951). 

4 K. Jager: Der wahrscheinlichste Momentenverlauf in statisch unbestimmten Stahlbeton- 
balken. A. Leon-Gedenkschrift, Wien 1952. 

* K. Jager: Die Beanspruchung statisch unbestimmter Stahlbetonbalken in Abhingigkeit 
von der Verteilung der Stahleinlagen. Z. dsterr. Ing.- u. Architekten-Ver., Heft 1/2, 3/4 (1952). 

° In anschaulicher und verbesserter Form ist dieses Verfahren dargestellt in Th. Titze: 
Momentenausgleichverfahren. — Berechnung von Durchlauftrigern und Rahmentragwerken 
mittels direkten Momentenausgleichs und vergleichsweise nach dem stufenweisen Momenten- 
ausgleich der Methode Cross. Wien: Manzsche Verlags- und Universitaitsbuchhandlung. 1948. 
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2. Berechnungsgrundlagen. 


In den genannten Voruntersuchungen‘*® wurde nachgewiesen, da8 die wahr- 
scheinlichste Verteilung der Biegemomente sowohl fiir den Gebrauchszustand als 
auch knapp unterhalb der Traglast mit ausreichender Genauigkeit unter der Annahme 
einer bereichsweise konstanten Bewehrung ermittelt werden darf, die innerhalb des 
Bereiches der positiven bzw. negativen Momente dem aufnehmbaren Moment 
M* des mabgebenden Feld- bzw. Stiitzenquerschnittes entspricht. Bezeichnet man 
mit / die Nutzhdhe des Balkens und mit y) = 7) den Abstand der Null-Linie vom 
Biegedruckrand (iiblicherweise mit « bezeichnet), so ist die reduzierte Biege- 
steifigkeit des Querschnittes durch den Ausdruck 


B= M*h(1 — ) | (1) 


definiert, wobei M* vom Stahlquerschnitt /, und der Stahlspannung o,* abhingt. 
Man kann in die Gl. (1) auch den Querschnitt 7, der Zugbewehrung einfiihren und 
gelangt damit zu der vom Verfasser friiher gegebenen Darstellung der Biegesteifig- 
keit®, fiir die nachfolgende Anwendung erweist sich jedoch der Begriff des aufnehm- 
baren Biegemomentes M* als zweckmifig und anschaulicher. Bezeichnet man ferner 
mit M, das Regelmoment und mit 4, = 7,h die zugehérige Breite der Beton- 
druckzone, so gilt weiterhin fiir den nur zugbewehrten Querschnitt4 


M* < M,,. (2) 


"No = Nor A 
Im Falle einer Druckbewehrung, das hei®t fiir M* > M, ist 4) = yy), = konst. zu 
setzen. Im Sinne des Traglastverfabhrens ist als Regelmoment eines Querschnittes 
gegebener Abmessungen jenes Tragmoment definiert, welches einer gleichzeitigen 
vollen Ausnutzung des Betons und des Stahls entspricht, das hei8t am Betondruck- 
rand tritt die héchstzugelassene Stauchung ¢, (Hinleitung des bildsamen Zustandes) 
und in den Stahleinlagen die kritische Dehnung «,* auf, so daB die Null-Linienlage 
durch 


Nor tee tia é,*) (3) 


gegeben ist. Fiir die zahlenmafbige Auswertung wurde in den fritheren Untersuchungen* 
und wird auch weiterhin 7,, = 0°40 gesetzt, was z. B. e, = 2°/), — dieser Wert diirfte 
nach jiingsten Versuchen von H. Risch fiir alle Betongiiten ziemlich konstant 
sein — und e,* = 3°/,, (Torstahl 40) entspricht; der EinfluB der Null-Linienlage auf 
die Ergebnisse wurde bereits diskutiert*. 

Nachfolgend sollen die weiterhin bendtigten Verhiltnisse der Biegesteifigkeiten 
zweier Rechteckquerschnitte mit den aufnehmbaren Momenten M,*, M,*; den Nutz- 
hdhen h,, h, und gleicher Breite b (diese Annahme wird in einem Durchlaufbalken 
fast immer zutreffen) abgeleitet werden. Aus Gl. (1) und (2) folgt 


M,* 
M, 


fl 
By M,* hy (1 — M1) M,* hy i ( ial 


Vibe, as ee, 4 
B, — M,* hz (1 — 02) M,*h, (: =a nl 
{ — Nor 
wobei bei gleichen Werkstoffeigenschaften 
Mn _ hit ; 
5 ena Fy (5) 


gilt?» 4. Nimmt man weiterhin M,* < M,* an und setzt voraus, da einer der beiden 
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Querschnitte voll ausgenutzt ist, daB also je nach dem Verhiltnis der Nutzhéhen 
M,* oder M,* gleich dem Regelmoment M,, bzw. M,, ist, so folgt aus Gl. (4) und (5) 


eels ae 
Boy oe She Voigt 


fir i | (6) 
B, — M,* hy (lV jg,) | eT M,* 
bzw. 
Bio SMe a seater fir ™ < |/24"*. 
By MFR, (, hy He he ~ V M,* (7) 
( or = ™M* 


Mit 7, = 0°40 erhalt man die Werte B,/B, der Tab. 1, in welcher auch die extremsten 
Unterschiede in den Nutzhohen beriicksichtigt erscheinen. 


3. Der einseitig eingespannte Balken. 


Der in Abb. 1 dargestellte, in A frei drehbar ge- 
lagerte und in B fest eingespannte Balken mit der Stiitz- 
weite 1 und unveranderlicher Nutzhéhe h besitzt im 
Bereich (J — xg) der positiven Feldmomente die Biege- 
steifigkeit B,, im Bereich x, der negativen Momente 
die Biegesteifigkeit B, entsprechend den aufnehmbaren 

Biegemomenten M,* bzw. M,* gemaB Gl. (1). Zur 

(2~x5) . . 
Steifigheit—~B, Ermittlung des Kinspannmomentes mz, geht man vom 
beiderseits frei drehbar gelagerten Balken aus und be- 
zeichnet mit 4, yg die Biegewinkel am linken bzw. 
am rechten Auflager zufolge der Feldbelastung und 
mit xp, By die Biegewinkel an den Auflagern zufolge 
des Momentes mp, = 1. Dieses Rechenverfahren setzt 
zunadchst rein formal voraus, da der Balken in den 
riba. aie derRnseutei tnd genannten Abschnitten sowohl ein positives als auch 
Be cowimketag wuciie icin ae negatives Moment aufnehmen kann, im endgiiltigen 
gespannten Balken. ~ Zustand ergibt sich jedoch eine Momentenverteilung 
gema Abb. 1 und hieraus die entsprechende Lage der 
Zugbewehrung. Setzt man weiterhin eine Gleichlast g voraus und bezeichnet mit 
x, — & 1 die Entfernung des Momenten-Nullpunktes von der Einspannstelle, so 

erhalt man* 


1 


B 
Bon = Mol{t + (42 —1)0+3é) 0 — en? |, Me—29P, 


& 
By xp = if 4 (ae i (63 | (8) 


Tabelle 1. Verhaltniswerte B,/B, der Biegesteifigkeiten zweier 
Rechteckquerschnitte in Abha&ngigkeit von den aufnehm- 
baren Momenten M,*, M,* und den Nutzhédhen OP OS 


\ hy | | 
ein | 
M\* ‘ 02 O'4 06 08 LO Ss 2°0 30 | 40 50 
M* | | 
| 
1:0 0°13 | 0°29 | 0°47 | O71 | 1:00 | 2°67 | 4°33 | 6:00 | 7°67 
0°8 0°11 | 0°23 | 0°39 | 0°60 | 0°86 | 2°19 | 3°53 | 4°85 | 6:18 


1°82 

1°53 
0°6 0°08 | 0°18 | 0°31 | 0°49 | 0°69 | 1°19 | 1°69 | 2°69 | 3°69 | 4°69 
074 0°05 | 0°13 | 0°23 | 0°36 | 0°50 | 0°83 | 

43 


3°16 
0:2 0°03 | 0°08 | 0°14 | 0°21 0°27 | 0°43 | 0°61 | 0°94 | 1°27 | 1°61 
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Fir volle Kinspannung in B gilt die geometrische Bedingung mz «, + gy, = 0 und 
hieraus folgt | 
YP 
mg = ——— =—4My Ez (9) 
B 
in Abhangigkeit vom Verhiltnis der Biegesteifigkeiten B,/B,, das heiBt der auf- 
nehmbaren Momente M,*/M,* gemiB Tab. 1 fiir h, = h, = h und der Lage &, des 
Momenten-Nullpunktes. Mittels Gl. (8) und (9) kann zunichst é, und damit m g be- 
stimmt werden. Diese in der Voruntersuchung® durchgefiihrte Auswertung kann mit 
ausreichender Anniherung durch die Annahme der Lage des Momenten-Nullpunktes 
als Funktion der aufnehmbaren Momente gemiB 
M ;* 4 op 
BEST fib py)? 


(10) 


vereinfacht werden. Fiir den spiter vorzunehmenden Momentenausgleich im Auflager B 
eines Durchlaufbalkens wird die Stabsteifigkeit in diesem Punkt bendtigt, die 
in tiblicher Weise® jenem durch 4 geteilten Moment s, entspricht, das den Biege- 
winkel gm; = 1 erzeugt. Man erhilt 


3B, 
<A See a) AR 11 
if (Bsa ts 

1 


Tabelle 2. Der einseitig eingespannte Balken. 


Einspannmoment mg fiir veranderliche Biegesteifigkeit M,*/Mp,*, be- 
zogen auf mz fiir ,*/M,* = 1 und Stabsteifigkeit sz an der Hinspann- 


stelle B. 
M,* ... aufnehmbares Moment im Feldbereich, 
Mpz* ... aufnehmbares Moment im Einspannbereich. 
M,* | | 


02 | o4 | 06 | 08 10 12 14 16 18 2°0 


. | 
“B | y-42 | 1-23 | 1°12 | 1:05 | 1:00 | 0-97 | 0-94 | 0-91 | 0°89 | 0-87 


= | 0°48 0°56 | 0°63 0°69 | 0°75 | 0°80 | 0°86 | 0°93 | 1°00 | 1:07 
B . | 

Fir den Balken mit konstanter Biegesteifigkeit Bz, = B, ergibt sich im vor- 
liegenden Belastungsfall das der tiblichen Berechnung entsprechende Kinspann- 
moment m, — — M, und die Stabsteifigkeit betrigt sg — 0°75 B/l. Die Tab. 2 
enthalt die Verhaltniswerte m,/m, und die Stabsteifigkeiten sz, in Abhingigkeit vom 
Verhaltnis M,*/M,* der in den maBgebenden Querschnitten aufnehmbaren Mo- 
mente. Der Tabellenbereich ist durch den Mindestwert M,*/M,* = 0:2 als untere 
Grenze fiir die Feldbewehrung und den Héchstwert M,*/M,* = 5 eingegrenzt; die 
obere Grenze ergibt sich mit Riicksicht auf die aus dem Feld aufgebogenen Schrig- 
eisen, die mit mindestens 50° der Feldbewehrung in Rechnung gestellt werden diirfen. 
Der anzustrebende Idealfall der gleichzeitigen Ausnutzung der Stahleinlagen 
im Feld- und Einspannquerschnitt ist erreicht, wenn die auftretenden Biege- 
momentengroéBtwerte mit den aufnehmbaren Momenten identisch sind 
(m, = M,*, mg = M,*) und dies trifft im vorliegenden Belastungsfall fir mz = 
= 1:26 mz, das heiBt bei einem um 26% iiber dem Ergebnis | der tiblichen Berechnung 
liegenden Moment zu*. Da der in Tab. 2 tabulierte Wert m /m, innerhalb der praktisch 

16* 
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vorkommenden Verhaltniswerte der aufnehmbaren 
Momente von der Belastungsart nur wenig abhangig 
ist5, kann die Tab. 2 nicht nur fiir Gleichlast, sondern 
mit ausreichender Genauigkeit auch fiir beliebige 
Feldbelastung (Einzellasten usw.) verwendet werden. 


4. Der beiderseits eingespannte Balken. 


Der in Abb. 2 dargestellte, beiderseits fest einge- 
spannte Balken von der Stiitzweite / und mit unver- 
anderlicher Nutzhohe h besitzt in den Bereichen x4 = &4/ 
bzw. x, = &,1 der negativen Biegemomente die Biege- 
steifigkeiten By baw. Bz und innerhalb des Feldbereiches 
(| — a, — xp) die Biegesteifigkeit B,. Zur Bestimmung 
der beiden Einspannmomente m, und mz, geht man 
wieder vom frei drehbar gelagerten Balken aus und 
hat zunichst die beiden Biegewinkel y4, yg zufolge 
der Feldbelastung und schlieBlich die Biegewinkel «4, Bz 
' Abb. 2. Biegemomente und zufolge my = 1 bzw. ag, Bs = Bz = PB zufolge mg ad 

Biegewinkel im beiderseits ein- Zu ermitteln. Fiir Gleichlast erhalt man zunachst 
gespannten Balken. mip tA to 


B B B 
Baga = Mol[1 + (Ge —1) a + 880) 0 — Eat + (Be — pe) 4 — 3 Ea) Eat 
B 


By on = Moll + (Ge —1) (1 +365) 0 — Es) ! (ze ne) (4 — 36) €,8| 
und weiterhin 

Byos= me tae |) ee (54 a) eh 
By an = gilt + (> —i)a é,)° 4 (je 2 
ByB = yt Le = Gi eer | (3 we) ba |— Bs a | 


Aus den geometrischen Bedingungen fiir volle EKinspannting an beiden Stabenden 


Make +meB+o4=0, my B + mz Xp + YZ = O (14) 
folgen die beiden Kinspannmomente 


aE Pa, sop eae 
ma (agp)? (tani al ees 


Im vorliegenden Lastfall gilt au®Berdem 
ms = — 4M, &, (1 — &), my = — 4 My & (1 — &,4). (16) 


Fihrt man Gl. (16) und (13) in Gl. (14) ein, so erhilt man zwei Gleichungen zur 
Ermittlung von é, und &, und damit aus Gl. (16) die beiden Einspannmomente als 
Funktion der Biegesteifigkeiten. Man umgeht die umstindliche Berechnung der 
Momenten-Nullpunkte, wenn man diese aus den Gl. (16) so bestimmt, daB |m al = 
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= M,* (autnehmbares Moment) und |m,| = M,* gesetzt wird, was im angestrebten 
Fall der gleichzeitigen Ausnutzung der Stahleinlagen in allen maBgebenden Quer- 
schnitten genau zutrifft. 

Der iiblichen Annahme eines homogenen Balkens entspricht B, = B 7 =p, und 
man erhialt im vorliegenden Lastfall die Einspannmomente m, = m,; = — 2/3 My. 
In Tab. 3 sind die Verhiiltniswerte m4/m4 und m,/m, in Abhingigkeit vom Verhiltnis 
der aufnehmbaren Momente 0°2 < M,*/M,* <2 bzw. M,*/M,* <1 dargestellt, 
wobei auBerdem min (M ,*/M,,*) = 0°5 vorausgesetzt wird; fiir diese Abgrenzung des 
Tafelbereiches sind die im vorhergehenden Abschnitt 3 angefiihrten und begriindeten 
Erwagungen hinsichtlich einer immer vorhandenen Mindestbewehrung im Feld- 
bzw. in den Kinspannquerschnitten maBgebend. 


Tabelle 3. Der beiderseits fest eingespannte Balken. 


EKinspannmomente m4, mg fiir veranderliche Steifigkeit. 
Kinspannmomente ma, mp fiir konstante Steifigkeit. 


M,* ... aufnehmbares Feldmoment, 
M4*, Mz* ... aufnehmbare Einspannmomente. 
m4 Mp 
Oberer Wert: —. Unterer Wert: =——. 
m4 : Wep 
M,* | | 
M 4* M3 0-2 or4 06 | os : 10 12 | 14 PO UB fee 
M;* \ | 

10 | 22 | PLS er Or | 1:03 | 1°00 | 0°98 | 0°96 | 0°94 | 0°92 | 0°91 
P29 | 1°13 | 1°07 | 1°03 | 1°00 | 0°98 | 0°96 | 0°94 | 0°92 | 0°91 

0°8 1:16 | 1:08 | 1:03 | 0°99 | 0°96 | 0°94 | 0°92 | O91 | 0-91 | 0-91 
1:26 | 1:16 | 1°10 | 1°06 | 1°03 | 1:00 | 0°98 | 0°96 | 0°93-) 0°91 

0-6 1:08 | 1°02 | 0°98 | 0°94 | 0°92 | 0°89 | 0°90 | 0°90 | 0°91 | 0°91 
1°30 | 1°20 | 1°13 | 1°08 | 1°05 | 1:02 | 0°99 | 0°96 | 0°93 | 0°91 

05 1:04 | 0°98 | 0°93 0°89 | 0°87 | 0°89 | 0°90 | 0:90 | O91 | O91 
132 E225) IS | EO, 1-06 | 1502; 0:99 | 0:96 | 07935) 0291 

0-4 0°98 | 0°92 | 0°88 | 0°84 | 0°87 | 0°89 | 0°90 | 0°90 | 091 | 0-91 
1°36 . B25 Wel | bee) 406.) dk02.) 0:99 "| 0°96) -O:98 oi O20 

03 0°90 | 0°84 | 0°81 | 0°84 | 0°87 | 0°89 | 0°90 | 090 | 0-91 | 0°91 
1°41 | 1:29 | 1-21 | 1:12 | 1:06 | 1:02 | 0°99 | 0°96 | 0°93 | 0°91 

0-2 0°79 | 0°75 | 0°81 | 0°84 | 0°87 | 0°89 | 0°90 | 0°90 | 0°91 | O91 
1°48 | 1°35 | 1°21 | 1°12 | 1°06 | 1°02 | 0°99 | 0°96 | 0°93 | 0°91 


Fiir den bei der spiteren Anwendung auf den Durchlaufbalken erforderlichen 
Momentenausgleich in A und B werden die reduzierten Stabsteifigkeiten und 
Ubertragungsziffern benétigt, welche durch 


By B 
cao 41(x4—B rp)’ Up pss on (17) 
und 
By B 
Te "41 (G,—B%,)) 4 5 a sae 


definiert sind®. Die Stabsteifigkeiten s sind in Tab. 4 und die Ubertragungsziffern 
in Tab.5 in Abhingigkeit von den Verhialtniswerten der aufnehmbaren Momente 
enthalten. 
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Tabelle 4. Der beiderseits fest eingespannte Balken. 


Stabsteifigkeiten. 
syl Spl 
Oberer Wert: P Unterer Wert: Bo” 
B, B 
ee Ee 
M,* 
my" 02 0'4 06 0°8 1:0 1:2 1°4 16 1°8 2°0 
—— \ 
M ;,* . 
Pe ee Sere Seen a ee ee ee 
1:0 0°74 | 0°81 | 0°88 | 0°94 | 1:00 | 1°06 | 1°12 | 1°19 L265 e1533 
0°73 | 0°81 | 0°88 | 0°94 | 1:00 |-1°06 | 1°12 | 1°19 | 1°26 | 1°33 
0°8 0-77 | 0°86 | 0°95 | 1°04 | 1°12 | 1°19 | 1°26 | 1°34 | 1°33 | 1°33 
0°73 | 0°81 | 0°87 | 0°93 | 0°99 | 1°04 | 1°11 | 1°18 | 1°25 | 1°33 
0°6 0°80 | 0°92 | 1°03 | 1°14 | 1°25 | 1°36 | 1°34 | 1°34 | 1°33 | 1°33 
0°73 | 0°80 | 0°86 | 0°92 | 0°98°} 1°03 | 1°10 | 1°17 | 1°25 | 1°33 
0'5 0°84) 10°99 | 1218) |o1:97 | 1240) 136) | 134 sa essa) 33 
0°72 | 0°79 | 0°85 | O91 | 0°97 | 1°03 | 1°10) 1°17-| 1°25 | 1°33 
0°4 0:89 | 1°10 | 1:97) E46 | 1:40 | 1:36 | 1:34 | 59-34.) 13S) 1:35 
0°71 | 0°78 | 0°84 | 0°90 | 0°96 | 1°03 | 1°10 | 1°17 | 1°25 | 1°33 
0°3 1°02 | 1°28 | 1°51 | 1°45 | 1°40 | 1°36 | 1°34 | 1°34 | 1°33 | 1°33 
OTL. | 20°76. 10°82. 10:90 170296. 10034) 110 eis Eon bos 
0°2 TELS MSS Webley Lea i 140 Sples On ie deere S47 e SS a) lecc 
0°69 | 0°74 | 0°82 | 0°90 | 0°96) E203 3)" BLO.) Thi 125 ss 


Tabelle 5. Der beiderseits fest eingespannte Balken. 


Ubertragungsziffern. 


Oberer Wert: v4. Unterer Wert: vg. 
Nas | | : 

uN" 02 O'4 06 0°8 ro | 12 | 1:4 EG.) SSc i eerO 

Mp* \ | | | 


0°68 | 0°60 | 0°55 | 0°52 | 0°50 | 0°48 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 
0°68 | 0°60 | 0°55 | 0°52 | 0°50 | 0°48 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 
0°62 | 0°56 | 0°53 | 0°50 | 0°48 | 0°46 | 0°45 | 0°45 | 0°44 | 0°44 
0°71 | 0°62 | 0°56 | 0°52 | 0°50 | 0°48 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 
06 0°57 | 0°53 | 0°50 | 0°48 | 0°46 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | O'44 | 0°44 

0°75 | 0°63 | 0°57 | 0°53 | 0°50 | 0°48 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 
05 0°53 | 0°49 | 0°47 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | O44 | Odd | O44 

0°78 | 0°64 | 0°57 | 0°53 | 0°50 | 0°48 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 
0°4 0°49 | 0°47 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | 0°44 | O44 | 0°44 

0°80 | 0°65 | 0°58 | 0°54 | 0°51 | 0°49 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 
0°3 0°44 | 0°42 | 0°41 | 0°43 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | 0°44 | 0°44 | 0°44 

0°83 | 0°66 | 0°59 | 0°54 | 0°51 | 0°49 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 
0°2 0°40 | 0°39 | 0°41 | 0°43 | 0°45 | 0°45 | 0°45 | 0°44 | 0°44 | 0°44 
0°86 | 0°67 | 0°59 | 0°54 | 0°51 | 0°49 | 0°47 | 0°46 | 0°45 | 0°44 


\ 


5. Der Durehlaufbalken. 


Wie bereits in Abschnitt 3 erwahnt wurde, hat die Voruntersuchung® gezeigt, dab 
die Verhaltniswerte m/m der aus der hierortigen und der iiblichen Berechnung gefun- 
denen Kinspannmomente in der tiberwiegenden Mehrzahl der praktisch auftretenden 
Falle nur in sehr geringem Ausmaf von der Belastungsart des Balkens abhaingen; in 
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diesem Sinne gelten die Tabellen 1 bis 5 nicht nur fiir Gleichlast, sondern mit aus- 
reichender Genauigkeit fiir beliebige Feldbelastung. Die Untersuchungen der 
Abschnitte 3 und 4 sind schlieBlich noch durch Angaben iiber die Stabsteifigkeiten 
und Ubertragungsziffern fiir den nur durch Endmomente belasteten Balken zu 
erganzen. 

Fiir den Fall des ,,unbelasteten‘’ Endfeldes eines Durchlaufbalkens, der auch 
bei einem einerseits frei drehbar gelagerten, anderseits eingespannten (B) Rahmenstiel 
vorliegt, betragt die Stabsteifigkeit in B 


sz = lr, (19) 


wenn das aufnehmbare Moment im Bereich A halb so gro8 angenommen wird, als im 
Bereich B der Einspannung (M,* = 0°5 M,,*); GL. (19) unterscheidet sich nur wenig 
vom Wert s,; = 0°75 B/l der tblichen 

Tabelle 6. Stabsteifigkeitens4,sgund Uber- Berechnung (M,* = M,*. 
tragungsziffern v4, ¥B im unbelasteten Fiir den Fall des ,,unbelasteten“ 
Mittelfeld eines Durchlaufbalkens. Mittelfeldes eines Durchlaufbalkens, 


M 4*, Mp* ... aufnehmbare Momente in den End- der auch bei einem beiderseits einge- 
querschnitten. S 
M 4* | 
uM," 10 0-8) 0| Os 07 06 | 05 
l 
84 l | 
2 OG) FOr) 1:02-)—1-63 7] 1:04 51°05 
A | | 
8B l | | 
= 1:00 | 0°99 O98 O97 0°96 | 0°95 
B | | | 
v4 <— 0°50 | 0°49 | 0°48 | 0°47 | 0°45 | 0°43 AB. 8 
Bas | 0°50 | O51 | 0°53 | 0°55 | 0°57 | 0°59 Momentenverteilung im Durchlaufbalken. 


spannten Rahmenstiel vorliegt, kénnen die Stabsteifigkeiten und Ubertragungsziffern 
aus Tab. 6 entnommen werden, wobei im Sinne der in den Abschnitten 3 und 4 
begriindeten Einschrinkungen auch hier min (/,*/M,*) = 0°5 vorausgesetzt wird. 
Der Einflu8 der Bewehrung auf die Momente M in Durchlaufbalken kann durch 
das nachstehend beschriebene Iterationsverfahren erfaBt werden, welches von der dem 
iiblichen Berechnungsverfahren (homogener Balken) entsprechenden Momentenlinie M 
ausgeht. In Abb. 3 ist die Momentenlinie M fiir zwei benachbarte Felder 1 und 2 
eines Durchlaufbalkens mit den MomentengroBtwerten M,, M,, M; bzw. Mz, M,, Mg 
dargestellt. Wahlt man zunichst in erster Annaherung (1. Verbesserung) die auf- 
nehmbaren Biegemomente M* gleich diesen Werten M (M* — M) und nimmt man 
im Sinne des Cross-Verfahrens in jedem Feld volle Kinspannung an, so sind die den 
Verhiltniswerten der Biegesteifigkeiten im Feld 1 
Mi de i, M,* My 
M,* a,j’ Met By 


(20) 


zugeordneten Einspannmomente m,; und m,, mittels der Tab. 3 und aus einer Tabelle 
fiir mp, bzw. m4, (volle Einspannung im homogenen Balken unveranderlichen Quer- 
schnitts, iibliche Berechnung) zu bestimmen’; hierbei ist 17 ,* < M);,* vorausgesetzt, 
das heiBt mit M@,* wird stets das gréBere Moment bezeichnet. Ebenso erhalt man in 


7 Vgl. z. B. R. Guldan: Rahmentragwerke und Durchlauftrager. Wien: Springer-Verlag. 
1943. — K. Jager: Festigkeitsnachweis im Stahlbetonbau, 8. 248. 
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jedem beliebigen Feld die zugehérigen Einspannmomente als Funktion der aufnehm- 
baren Momente, wobei fiir ein Endfeld die Tab. 2 zu verwenden ist. Bezeichnet man 
die so ermittelten Voll-Einspannmomente der 1. Verbesserung mit m’, so ergibt 
sich iiber jeder Stiitze eine Momentendifferenz Am’, die z. B. bei B 


Amp’ = Mpy' + Mp,’ , (21) 


betragt, wobei Momente im Uhrzeigersinn als positiv bezeichnet werden. Diese Mo- 
mentendifferenzen werden nun gemaf dem Momentenausgleichsverfahren tiber den 
ganzen Balken solange verteilt, bis die Momentendifferenz in jedem Knoten (Autflager) 
verschwindet. Bei dieser Momentenverteilung werden die Stabsteifigkeiten s gemaf 
Tab. 4, 2 bzw. 6 und die Ubertragungsziffern gemi Tab. 5 bzw. 6 bendtigt. Unter 
besonderen Umstiinden — verschiedene Balkenhdhen in zwei benachbarten Feldern 
und verschiedene Momentenaufnahmefahigkeit links und rechts vom Auflager — ist 
auch die Tab. 1 heranzuziehen. Aus dieser 1. Verbesserung (1. Schritt) werden Mo- 
mente M’ erhalten, deren GréBe Aufschlu8 iiber die Fehler der tiblichen Berechnung 


ergibt, weil zufolge Gl. (20) eine Bemessung auf Grund der Momente M angenommen 


wurde. In jenen Querschnitten, fiir welche M’ > M erhalten wird, ergibt sich eine 
entsprechende Herabsetzung des Sicherheitsgrades (Uberbeanspruchung), in 
Querschnitten mit M’ < M werden die Stahleinlagen nicht voll ausgenutzt (Unter- 
beanspruchung). 


In weiterer Annaherung an das Ziel einer gleich groBen Ausnutzung der Bewehrung 
in moglichst vielen Feld- und Stiitzquerschnitten konnten die aufnehmbaren Momente 
gleich den aus der 1. Verbesserung erhaltenen Werten gesetzt werden (M* = M’) und 
man erhalt dann fiir das Feld 1 

M,* M,’ M ,4* oT 


cn ‘| 9 ro va 22 
M ;* |\M » | M ;* M, ( ) 


Man bestimmt weiterhin die zugehérigen Voll-Einspannmomente m’’, fiihrt mit der 
jeweiligen Momentendifferenz, die tiber der Sttitze B 


Amz” = mp,’ + mp" (23) 
betragt, den Momentenausgleich durch und erhalt schlieBlich die Momente M’’ der 


2. Verbesserung. Dieses Verfahren kann solange wiederholt werden, bis nach dem 
i-ten Schritt mit ausreichender Genauigkeit 


Mi = M* (24) 


in moglichst vielen Balkenquerschnitten erreicht ist. Die gleich grofe Ausnutzung 
der Stahleinlagen in jedem Feld- und Stiitzenquerschnitt ist nur dann méglich, wenn 
das Verhaltnis der jeweilig mafgebenden Biegemomente in jedem Feld innerhalb 
des in den Tabellen abgegrenzten Bereiches der Verhiiltniswerte der aufnehmbaren 
Momente bleibt, das hei&t wenn das Feldmoment mindestens 20% des gréBeren Stiitz- 
momentes bzw. das kleinere Stiitzmoment mindestens 50°, des Feldmomentes betriigt ; 
da die zugeordneten Bewehrungsverhialtnisse praktisch immer vorhanden sind, erhalt 
man durch das beschriebene Verfahren die wirtschaftlich beste Lésung beziiglich der 
Verteilung der Biegemomente. 


Kine wesentliche Beschleunigung der Konvergenz des Verfahrens wird erreicht, 


wenn man den Ausgleich nicht mit den Werten M der iiblichen Berechnung beginnt 
(Gl. 20), sondern von vorneherein einen entsprechend héher geschiitzten Unterschied 
in den Biegesteifigkeiten bzw. in den aufnehmbaren Momenten M* in Rechnung 
stellt. Im iibrigen kann man sich mit einer Genauigkeit von etwa 5° begniigen und 
den Ausgleich in diesem Sinne bereits friiher abbrechen. Jedenfalls fiihrt aber schon 
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der 1. Schritt dieses Verfahrens auch unter Verwendung des Ansatzes Gl. (20) zu einer 
bedeutenden Herabsetzung der bei der iiblichen Berechnung unvermeidlichen Fehler 
und damit zu einer Verbesserung der Momentenlinie. 

Bei veranderlicher Last sind die den verschiedenen Lastfallen zugeordneten 
MomentengréBtwerte in den einzelnen Feldern und an den Stiitzen fiir die aufnehm- 
baren Momente M* mafgebend und dem hier beschriebenen Verfahren zugrunde- 
zulegen. ‘ 

6. Weitere Anwendungsméglichkeiten. 


' Das gezeigte Verfahren ist grundsiitzlich auch fiir die Berechnung von Stockwerks- 
rahmen mit geraden Riegeln geeignet, das hei®t allgemein auf alle jene Tragwerke 
anwendbar, welche nach der Momentenverteilungsmethode von H. Cross bzw. von 
Th. Titze® behandelt werden kénnen. Beziiglich des EKinflusses einer innerhalb eines 
Feldes verainderlichen Nutzhoéhe ist die Anlage eigener Tabellen fiir die einzufiihrenden 
EKinspannmomente, Stabsteifigkeiten und Ubertragungsziffern erforderlich. Der Ein- 
fluB anderer Querschnittsformen (z. B. Plattenbalkenquerschnitt) mu ebenfalls in 
besonderen Tabellen festgelegt werden. Diese angefiihrten Ergiinzungen werden vom 
Verfasser bereits durchgefiihrt und an anderer Stelle veréffentlicht werden. 


@ ) 
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Abb. 4. Momentenverteilung fiir verschiedene Steifigkeitsverhaltnisse (Zahlenbeispiel). 


7. Zahlenbeispiel. 

Es ist die Verteilung der Biegemomente in dem in Abb. 4 dargestellten, zweifach 
statisch unbestimmten Balken zu berechnen, der in A und B frei drehbar gelagert 
und in C fest eingespannt ist. Die Feldweiten sind /, = 4m, 1, = 6m, die Belastung 
betragt 4t/m und der Rechteckquerschnitt ist tiber die ganze Balkenlange unver- 
anderlich. 

a) Ubliche Berechnung als homogener Balken. 

Die Ermittlung der Stiitzmomente wird mittels des Cross-Verfahrens durchgefiihrt. 

Die Voll-Einspannmomente der beiden Felder betragen 


ies = 4:00 + 4:002 = 8:00 tm, mp, = — Mon = — 4°00: 6-007 = — 12:00 tm. 


Da die Biegesteifigkeit hier als konstant angesehen wird, ist die Stabsteifigkeit des 
Stabes 1 in B durch s,, = 0°75 B/l, und die Stabsteifigkeit des Stabes 2 in B durch 
Spo — B/l, gegeben. Man erhalt daher s3,/s,. = 1°12, die Ubertragungsziffer nach C 
betragt »7 = 0°50, Die Stabknotenwerte in B sind kg, = 1°12/(1:12 + 1°00) = 
— 0°53 und ky, = 1 — kp, = 0°47. 

Die Momentendifferenz im Knoten B betrigt dm, = 8:00 — 12:00 = — 4:00 tm 
und ist gemi8 den Stabknotenwerten zu verteilen. Man erhilt Amz, = — kg, Amg = 
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= 2:12tm, Ams, = — kp, Amz = 1°88 tm und Ame, = — vo AMpe = 0°94 tm. Der 
Ausgleich ist in dem Schema der Abb. 5 dargestellt und fiihrt zu den Stiitzmomenten 
M, = — 1012tm, M, = — 12°94 tm und den Feldmomenten M, = 3'74tm, M, = 


— 648tm. Der Unterschied zwischen den Feld- und Stiitzmomenten ist also hier 
recht erheblich (Abb. 4), so da der Unterschied in den Biegesteifigkeiten nicht ver- 
nachlassigbar ist. 


b) Erste Verbesserung auf Grund der Ergebnisse a). 


Es wird angenommen, dai die Bemessung mit den Biegemomenten M durch- 
gefiihrt wird; dann entsprechen diese Werte den aufnehmbaren Momenten M* und 


B C 
Be OEE I ee a ee 
Sp, oe Sp, gees | nae 
k Anmerkung 
z. | kp, | od Sp, | Bo | Sp "RB | "GC nm 
1:12.) .0°63.,| 2:12 o47 | 1:00 | 0:50 0°50 Arr 
ee ; . . a Ausgleich fiir den homo- 
8°00 — 12°00 12°00 genen Balken, 
eS We peer pee Momente M. 
10°12 — 10°12 12°94 
og2 | o4s | 1:92 052 | 1:00 | 059 < teeaealen 
Ausgleich fir die 
10°08 =O 13°56 1. Verbesserung, 
1S2r7 1°37 —> f 0°81 Momente M”. 
11°35 11°35 14°37 
0°93 | 0°48 1°93 0°52 | 1°00 | | 0°67 ; 
7 Endgiiltiger Ausgleich, 
10°88 — 13°44 14°64 Wameonte at fx 
roti 28. aig niente hub eel eR cae. Vie O82 gleiche Sicherheit. 
Bei tetiee| — 12°11 15°53 


Abb. 5. Momentenausgleich fiir das Zahlenbeispiel. 


es werden nachstehend die Momente M’ unter Beriicksichtigung der nun bekannten 
Verhiltniswerte M,*/M,,* = 3°74/10°12 = 0°37, M,*/M>* = 6-48/12°94 = 0°50 und 
M ,*/M_* = 10°12/12-94 = 0°78 der aufnehmbaren Momente bestimmt. Aus Tab. 2 
folgt mp,’ = 1:26 mz, = — 1°26: 8°00 = 10°08 tm, sz, = 0°55 Bz, /l,, Aus Tab. 3 er- 
halt man mp,’ = 1:06 mz, = — 1:06- 12:00 = — 12°72 tm, mo, = 1°13 Mey = 1°18 - 
- 12:00 = 13°56 tm. Die Steifigkeit des Stabes 2 im Knoten B ergibt sich aus Tab. 4 
ZU Spo’ = 0°90 Bzp/l,, die Ubertragungsziffer nach CO betriigt laut Tab. 5 vo’ = 0°59. 
Da an der Stiitze B die Bewehrung fiir beide Felder gleich gro8 ist, gilt Bz, = Bro 
und 85,'/8z2' = 0°92. Die Stabknotenwerte in B sind daher kp,’ = 0°92/1-92 = 0°48, 
kno’ = 1 — 0:48 = 0°52. 

Die Momentendifferenz in B betrigt Am,’ = 10°08 — 12°72 = — 2°64 tm und der 
Ausgleich fithrt zu Amp,’ = 0°48+ 2°64 = 1:27 tm, Amy’ = 0°52- 2°64 = 1°37 tm, 
Ames’ = 0°59+ 1°37 = 0°81 tm (vgl. Abb. 5). Damit erhilt man die Momentenlinie 
M’ gemiB Abb. 4 mit den Stiitzmomenten M,’ = — 11:°35tm, M,’ = — 14°37 tm 
und den Feldmomenten M,’ = 3°32 tm, M,’ = 5:20tm. Vergleicht man die so ge- 
fundenen Ergebnisse mit den Werten der iiblichen Berechnung, so gilt 


My’ = 1:12 My, Mg’ = 1-11 Mg, My! = 0:89 My, My’ = 0°80 My, 


und das bedeutet, da auf Grund der tiblichen Bemessung die Stahleinlagen in B 
bzw. Cum 12% baw. 11% ttberbeansprucht, dagegen in den makgebenden Quer- 
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schnitten der Felder 1 bzw. 2 um 11% bzw. 20% unterbeansprucht sind; damit 
sinkt die auf die Traglast (kritischer Zustand) bezogene Sicherheit des Balkens 
um 12% gegeniiber dem Sollwert. Die Unterschiede zwischen Stiitzmomenten und 
Feldmomenten sind noch gréBer geworden: M,'/|M,'| = 0°29, M,'/|M,o’| = 0°36. Man 
kénnte nun z. B. die Feldbewehrung gema& den Momenten M, und M, belassen und 
nur die Bewehrung an den Stiitzen gemi® den neuen Momenten /,’ und M,: erhdhen; 
damit wird zwar die Uberbeanspruchung an den Stiitzen relativ kleiner, dagegen die 
Unterbeanspruchung der Feldbewehrungen noch grifer, das heiBt dieser Vorgang 
ware unwirtschaftlich, weil er den Gesamtverbrauch an Stahl erhdht. Im vorliegenden 
Falle kann aber in allen fiir die Bemessung maBgebenden Querschnitten eine gleich 
groBe Ausnutzung der Stahleinlagen durch weitere Iteration erreicht werden. 


c) Endgiltige Momente. 


Die nachstehende Annahme fiir die Verhiltniswerte der aufnehmbaren Biege- 
momente M,*/M,* = 0°26, M,*/M,* = 0°27, M,*/M,* = 0°78 fihrt schlieBlich 
zum gewitinschten Ziel einer in allen Querschnitten gleich hohen Stahlbeanspruchung. 

Aus Tab. 2 folgt’ mz, = 1°36 mg, = 1:36- 8:00 = 10°88 tm und s,, = 0°50 By, /l,. 
Aus Tab.3 ergibt sich m,, = 1:12m,, = — 112-1200 = — 13°44tm, mo, = 
= 1:22 mg, = 1°22- 12°00 = 14:°64tm. Aus Tab. 4 erhdlt man s,, = 0°81 B,z,/l, und 
aus Tab. 5 findet man die Ubertragungsziffer zum Knoten C zu vg = 0°67. Mit Bz, = 
= Bz, und sp,/s8p3. = 0°93 betragen die Stabknotenwerte in B ... kz, = 0°93/1°93 = 
= 0°48 und kz, = 1 — 0°48 = 0°52. 


Die Momentendifferenz in B ist Am, = 10°88 — 13:44 = — 2°56 tm und der Aus- 
gleich fiihrt zu Am ,, = 0°48 - 2°56 = 1:23 tm, Amp, = 0°52 2°56 = 1°33 tm, Ame, = 
= 0°67 - 1:33 = 0°89 tm (vgl. Abb. 5). 


Damit erhalt man die nachstehenden Momentengro8twerte: 
M, = — 12'lltm, MW, = — 15°53tm, M, = 3:10tm, VM, = 4:22 tm. 


Die Verhaltniswerte der charakteristischen Momente betragen somit M,/|M,| = 0°26, 
M,/|M>| = 0°27, Mz/M, = 0°78 und stimmen genau mit den angenommenen Ver- 
haltniswerten der aufnehmbaren Biegemomente tiberein. Legt man die obigen Momente 
der Bemessung zugrunde (Verteilung gemaB Abb. 4), so kénnen die Stahleinlagen 
nunmehr in allen maBgebenden Querschnitten voll ausgenutzt werden. Die Ab- 
weichungen dieser Momente gegentiber den Werten der iiblichen Berechnung betragen 


M, = 1:20 Mz, My = 1:20 Mo, M, = 0°33 M,, M, = 0°65 M,, 
und sie sind meines Erachtens groB genug, um den erhdhten Rechenaufwand zu recht- 
fertigen. Im vorliegenden Falle ergibt sich zufolge der nicht unerheblichen Senkung 


der Feldmomente insgesamt ein kleinerer Stahlbedarf als nach der tiblichen Berechnung 
und auBerdem der Vorteil der unverminderten und gleich groBen Sicherheit. 


8. Zusammenfassung. 


Das beschriebene Verfahren zur verschairften Berechnung der Biegemomente in 
statisch unbestimmten Balken aus Stahlbeton beriicksichtigt die Verteilung der 
Stahleinlagen; es geht von der Momentenlinie des homogenen Balkens aus und ge- 
stattet durch wiederholte Iteration eine beliebig steigerbare Genauigkeit in der Er- 
fassung der veranderlichen Biegesteifigkeit, die durch das aufnehmbare 
Biegemoment M* dargestellt wird. Das Ziel der gleich hohen Stahlbeanspruchung 
bzw. des gleich groBen Sicherheitsgrades ist erreicht, wenn die so berechneten Biege- 
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momente mit den geschatzten aufnehmbaren Momenten tibereinstimmen (MM = M%*). 
Durch diese Formulierung sind die Ergebnisse von der Bemessungsart selbst unab- 
hingig, das heift fiir die Bemessung kann sowohl das Traglastverfahren als auch 
das n-Verfahren herangezogen werden. Bei der Anwendung dieses werkstoffgerechten 
und daher genaueren Verfahrens kénnte auBerdem eine Ermaéf&igung des Sicherheits- 
grades um etwa 10°, in Erwagung gezogen werden; aber auch ohne diese MaSBnahme 
wird sich die Mehrarbeit an statischer Berechnung in vielen Fallen durch eine Stahl- 
ersparnis lohnen.’ 
(Hingegangen am 28. Dezember 1951.) 


Allgemeine Stabilitatsbedingung fiir krumme Stabe. 
Von W. Raher, Wien. 
Mit 3 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Die von P. Funk gegebene Stabilitaétstheorie fiir gerade Stabe wird 
auf urspriinglich krumme Stabe erweitert. Fiir die zweite Variation der Deformationsenergie 
krummer Stabe wird eine allgemeine Formel angegeben, die als Ausgangspunkt fiir verschiedenste 
Stabilitatsprobleme aufzufassen ist. Die praktische Durchfithrung des Lésungsganges wird am 
Beispiel der Achterbildung.von geschlossenen Kreisringen gezeigt. Bei Speichenraédern kann 
der Einflu8 der Biegesteifigkeit der Speichen auf die Stabilitaét des Rades abgeschatzt werden. 


Summary. The stability theory of straight bars as developed by P. Funk is extended by 
the author to originally curved beams. For the second variation of the deformation energy of 
curved beams a general formula is given which may be regarded as a starting point for stability 
problems of various kinds. Solving the problem practically is shown by means of an. example 
dealing with the eights formed by a closed circular ring. When dealing with spoke wheels, the 
influence of the bending stiffness of the spokes on the stability of the wheel may be estimated. 


Résumé. La théorie de stabilité des barres rectilignes comme elle a formulé P. Funk est 
élargie par l’auteur des barres courbes au début. Pour la seconde variation de l’énergie de 
déformation des barres courbes l’auteur donne une formule générale, pouvant étre regardée 
comme point de départ pour les problémes de stabilité les plus divers. La solution pratique 
est démontrée par V’exemple des anneaux circulaires déformés en «huit». Dans les roues avec 
rais, on peut estimer Vinfluence de la rigidité de flexion des rais sur la stabilité de la roue. 


Abgrenzung. 


Die Beurteilung der Stabilitat einer Gleichgewichtslage eines urspriinglich krummen 
Stabes soll auf ein rein mathematisches Problem zuriickgefiihrt werden. Die Aufgabe 
ist als gelost zu betrachten, wenn fiir die zweite Variation der Deformationsenergie 
krummer Stabe eine allgemeine Formel angegeben werden kann. Die Schwierigkeiten 
bei der Herleitung liegen in der Uniibersichtlichkeit der Gleichungen, sie sind jedoch 
genau wie beim Kreiselproblem durch Einfiihrung von Quasikoordinaten zu umgehen. 


Die Heranziehung von Quasikoordinaten zur Lésung von Gleichgewichtsproblemen 
diinner Stabe (1. Variation) findet man im Prinzip bereits in Kirchhoffs Vor- 
lesungen tiber Mechanik, eine strenge Theorie bis zur zweiten Variation des Energie- 
ausdruckes gab P. Funk! im Jahre 1946. Die vorliegende Arbeit stellt eine Erwei- 
terung dieser Theorie auf Stabe dar, deren Zentrallinie im ungespannten Zustand 
Krimmung und Drall besitzt. 


' P. Funk: Stabilitatstheorie bei Stiiben unver Druck und Drillung. Osterr. Ingenieur- 
Arch. 1, 2 (1946). Hine ausfiihrliche Behandlung findet sich in der Arbeit ,,Uber die Verwendung 


von Quasikoordinaten in der Variationsrechnung’ von P. Funk (derzeit noch nicht veréffent- 
licht). 
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Kinematik diinner Stibe. 


Die Wiederholung der kinematischen Formeln? soll gleichzeitig mit der im weiteren 
verwendeten Bezeichnungsweise bekanntmachen. 

Die Zentrallinie des unbelasteten Stabes sei eine Kurve von konstanter Kriimmung 
und konstantem Drall. Wir denken uns in jedem ihrer Punkte P ein orthogonales 
Dreibein (P, X YZ) errichtet, dessen Z-Achse mit der Tangente an die Zentrallinie 
zusammentalle. Die X- und Y-Achse sind in Richtung der Querschnittshauptachsen 
so orientiert, da die Achsenfolge einem Rechtssystem entspricht. Der Punkt p, 
in welchen P bei Belastung verschoben wird, ist 
Ausgangspunkt des Systems der Torsion-Biegungs- 
Hauptachsen (p, xyz), welches wir mit dem Dreibein 
(P, X YZ) durch folgendes Schema verkniipfen: 


| 2 y Z 
> Ste faa: a | Os 
| emages ene (1) 
Y By | Bs Bs 
Zim | ve | vs ree y 


Die Komponentenzerlegung eines Vektors in bezug auf das System (P, X YZ) sei 
durch GroBbuchstaben, beziiglich (p, xyz) durch Kleinbuchstaben gekennzeichnet. 
Zeilen- und Spaltenvektoren von (1) lauten daher: 


G, rae (x, Bi, 71) C= hy 0, 0), 


SSeS OOS Bee 8 | 8 we awe @ 86 608 oe 


Es bestehen dann die bekannten Orthogonalitatsrelationen und fiir einen beliebigen 
Vektor Gleichungen von der Form 


TS == C, (tp ex) 7 Cs (w 7) nf Gg, (1v.¢,), 
to = e; (YW E,) + es (XS E,) + eg (W E). (2) 


Wir nehmen an, der Anfangspunkt P des Systems (X YZ) bewege sich lings der 
unverzerrten Zentrallinie mit der Geschwindigkeit eins (s = t). Die Komponenten 
der Winkelgeschwindigkeit des Dreikants, bezogen auf die jeweiligen Lagen der 
Achsen, seien 1,°, 1,°, 1,°, wobei die hochgestellte Null den unbelasteten Zustand 
zum Ausdruck bringen soll. Die analogen Groen fiir den belasteten Stab (Kompo- 
nenten der Winkelgeschwindigkeit des Systems (xyz), bezogen auf die instanten 
Lagen dieser Achsen) lauten dann in der eingefiihrten Bezeichnungsweise w,, w,, wy. 
Die Gleichungen 


At — (8 — BW) x G, (3) 
Oba 0 3/ 
re = — (ww = 10) X e, (3) 


ee 


2 A. E. H. Love: Lehrbuch der Elastizitat, 8. 509ff. — 
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geben die Anderung wieder, welche die Richtungskosinus bei der Bewegung des 
Systems der Torsions-Biegungs-Hauptachsen erleiden. Dieses System dreht sich 
beim Entlanggleiten (s = t) mit einer Winkelgeschwindigkeit, deren Komponenten 


w, = &; ea spb SShaI 6,)|, 


as 
w, = 6, a creates G,)| ’ (4) 
7) 
wy = Cy + (389 x G,)| 
unmittelbar aus (3) durch skalare Multiplikation mit €,,... folgen. 


Formulierung des Variationsproblems. 


Den folgenden Ausfiihrungen liegt der Dirichletsche Satz vom Minimum der 
potentiellen Energie zugrunde: Eine stabile Gleichgewichtslage ist dadurch ausgezeich- 
net, daB die gesamte poten- 

4a tielle Energie des Systems 
einen minimalen Wert an- 
nimmt, das heiBt es mu eine 
virtuelle Verschiebung aus der 
Gleichgewichtslage heraus mit 
einem Zuwachs an_ poten- 
tieller Energie verbunden sein. 
z Unter ,,gesamter potentieller 
Energie des Systems‘ haben 
Abb. 2. wir die potentielle Energie 

der am Stabe angreifenden 

Krafte, vermehrt um die Deformationsenergie des Stabes zu verstehen. Letztere ist bei 
Verwendung der bereits eingefiihrten GréBen w,..., 103° ein Ausdruck von der Form 


Dy = =) {Ay (wy — W,9? + A, (wy — W,%)? + As (ws — W,°)} ds, 
(2) 
wobei A, und A, die Biegesteifigkeiten, A, die Torsionssteifigkeit des Stabes be- 
deuten. Uber die potentielle Energie ©, der auBeren Kriifte sei keine spezielle An- 
nahme getroffen. Als Nebenbedingung bei Bildung der Variation ist der Zusammen- 
hang der Verschiebungsgr6é8en mit den Richtungskosinus zu betrachten, das hei®t 
die Forderung, dafs die z-Achse jeweils in Richtung der Stabtangente fiallt. 


af 


Fiir ds = ds (Undehnbarkeit der Bogenelemente) folgt zunichst 


on 
Rp = Rp 4 = + (WS° x MR) 2 ds 


und daraus die Nebenbedingung 


on ms 1 
C= E+ 4 + (BW x ®) (5) 
(5) lautet in Komponentenzerlegung 
ox 
nee ary W,°Z — W,° Y, 
oY 
B= 52 ex ee: (5’) 
OZ 


V3 1 as wD, i = ww fi 
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Fassen wir die zu den Nebenbedingungen gehérigen Lagrangeschen Faktoren wie 
folgt zusammen 

i= c, A, or OF A, “(3 g, As = (A,, 23; As), 
so lautet unser Variationsproblem 


() 


1 
P=, + ls [A, (w, — W,°? + A, (w, — W,°) + A; (ws — W,°)?] + 


+ 2[G, + + (Wx R) — G]} ds > Min. (6) 


Anmerkung: Die Bedingung &, €; = 1 fiihrt nach (5’) bei Vernachlassigung von GréBen 
zweiter Ordnung auf die Gleichung 


Zz 
+ We Y—w, xX =0, 


welche ausdriickt, daB wir undehnbare Bogenelemente anzunehmen haben (s. oben). Diese 
Forderung steht im Einklang mit den iiblichen Annahmen in der Elastizitiatstheorie diinner Stabe. 
Die in jedem Punkte der ungespannten Zentrallinie errichteten Systeme (P, X YZ) kénnen 
durch ein einziges raumfestes ersetzt werden, wenn der Stab im unbelasteten Zustand weder 
Krimmung noch Drall besitzt. Die Nebenbedingungen in diesem Falle 
Pat. a ce _ @ 
on a Pa a: (<taenye 


stimmen mit (5’) fiir W° = 0 bis auf den Summanden 1 in der dritten der Gleichungen iiberein. 
Somit tritt in den Formeln fiir erste und zweite Variation kein Unterschied auf. 


Quasikoordinaten und Ubergangsgleichungen. 


Bei Bildung der Variation von (6) denken wir uns w,, w,, w; nach Gl. (4) durch 
die Richtungskosinus ausgedriickt, welche wir als Funktionen der Bogenlainge s und 
eines Variationsparameters ¢ aufzufassen haben. Da von den neun Grofen a,,... y3 
bekanntlich nur drei voneinander unabhangig sind, bekimen wir zu den Neben- 
bedingungen (5’) noch sechs weitere hinzu; es empfiehlt sich daher die Einftthrung 
allgemeiner Koordinaten. 

Lagrange zog vorerst zur Lésung des Kreiselproblems (wir werden spater zeigen, 
daB dieses mit der hier vorliegenden Aufgabe durch eine weitgehende formale Analogie 
verkniipft ist) die Eulerschen Winkel als allgemeine Koordinaten heran, fand jedoch 
die 4uBere Form der Bewegungsgleichungen sehr unklar und daher unbefriedigend. 

Die durch Einfiihrung der Eulerschen Winkel bedingte Unsymmetrie der Gl. (4) 
wiirde auch in unserem Falle zu uniibersichtlichen und praktisch unbrauchbaren Aus- 
driicken fiihren. 

In der zweiten Auflage seiner Mécanique analytique zeigt Lagrange eine andere 
Methode auf, die in der Verwendung sogenannter Quasikoordinaten besteht und eine 
klare Herleitung der Bewegungsgleichungen gestattet. Nicht mehr die Koordinaten 
selbst werden durch voneinander unabhingige Gro8en ausgedriickt, sondern lineare 
Funktionen der Koordinaten und ihrer Ableitungen, wie sie z. B. durch (4) gegeben 
sind?. Da die Ausdricke w,ds, w,ds, w,ds keine vollstandigen Differentiale dar- 
stellen, miissen ihre Integrale wegabhingig sein, also abhangig von der Wahl der 
Funktionen «,,...73. Somit kénnen diese Integrale als neue Koordinaten, Quasi- 
koordinaten, zur Beschreibung eines Systemzustandes Verwendung finden. 

Zur Klarstellung sei hervorgehoben, da man oft Quasikoordinaten dort einfiihrt, 
wo es gilt, nichtholonome Bedingungsgleichungen formal zu _beseitigen (daher auch 


3 G. Prange: Die allgemeinen Integrationsmethoden der analytischen Mechanik. Enzyklo- 
piidie d. math. Wissensch., Bd. IV/2, 8. 505. — G. Hamel: Uber die virtuellen Verschiebungen 
in der Mechanik. Mathem. Ann. 59, 416 (1904). 
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die Bezeichnung ,,nichtholonome generalisierte Koordinaten“). Hingegen wird hier 
bei holonomen Nebenbedingungen versucht, durch Einfiihrung von Quasikoordinaten 
Vereinfachungen in analytischer Hinsicht zu erzielen. 

Die Vertauschbarkeit von Differentiations- und Variationssymbol verliert bei 
Quasikoordinaten ihre Giiltigkeit; sie mu durch eine Vertauschungsrelation oder 
Ubergangsgleichung ersetzt werden, die wir im folgenden herleiten. 

Da selbstverstandlich tp°, keineswegs aber YW° als Funktion von e¢ auizoticsee 
ist, fiihren wir Variationsgr6Ben von der Form 


~ o& 

w, = &; 26 4 

x o& 

Ws = &, mae (7) 
y o& 

w; = &, Be 


ein, deren Bedeutung die Bezeichnung Winkelvariationen nahelegt. Diese GrdBen 
sind auch aus folgenden Gleichungen entstanden zu denken: 


A. ® x G,, (8) 


Ce 


dex 
g = AD Cy (9) 


Die Systeme (8) und (9) geben die Anderung wieder, welche die Vektoren G,,... 
erleiden, wenn wir bei festgehaltener Bogenlainge in der einparametrigen Schar der 
Zentrallinien vom Parameter ¢ auf e + de iibergehen. 
Zunachst folgt aus (4) und (7) durch Differentiation 
ow ow 0E, of€ o€; o€ = 
be Tt bg be tae ia iar 


Die Differentialquotienten der Richtungskosinus seed (3) an (8) ausgedriickt 
amy _ Os _ i x G,) [QB — WY) x G,] + W GB x G) — 
— @ x E,) [(W — BW) x GJ. 


Nach geeigneter Umformung der Produkte und zyklischer Vertauschung erhalten 
wir die Ubergangsgleichung in vektorieller Gestalt 

ow orp 

NOE OED 
Die durch 8° gegebene Form der ungespannten Zentrallinie geht somit in die Ver- 
tauschungsrelation nicht ein. Ks sei darauf hingewiesen, daB (10) als Integrabilitats- 
bedingung von (3’) und (9) aufzufassen ist und daher auch von diesen Gleichungen 
ausgehend hergeleitet werden kann. 


=I OOD. (10) 


Erste Variation. Gleichgewichtsbedingungen. 


Mit der Ubergangsgleichung (10) bilden wir die erste Variation des Rnergie- 
ausdruckes (6) 


OD PD 
e = | { [4s (os — 00,9) 


a a els 
, | OR” 
0€ 


Ow, ee 


+ Ag (0, — W.0) ® + Ay (w, — 10,9) 22] + 


\ ds. 


/ 
ae j 


\ 


a) 0, 
de 


0& 
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Nach Zusammenfassung der Biegemomente und des Torsionsmomentes zum Defor- 
mationsmomentenvektor 


Mg = e; A, (w, — W,°) +e, A, (wz — W,°) + es A; (ws — 1,°) 
erhalten wir mit (10) und (8) 


aD a \! an’ an 


Ma [= + (tw x T) +2 Sasi) (39° 4 =) = (W < &) \ ads. 


(7 


Oe Ca 
) 
Nach partieller Integration und Einfiihrung der Umformung [mit (2)] 
& (BW Xx Es) = tw [es (LV E,) — e, (L E,)] 
nimmt die erste Variation von (6) die Gestalt an 
o@ OO 4 » On | 2 
gn Oi a aaa ie 
, 1 ts , on 
— | {{ms' + (to x ma) +e (8G) — (8 G)] 1 + [e+ Wx QB Vas. ay) 
(Q) 
Denken wir uns den Stab durch Krifte und Momente, die nur an seinen Enden wirken, 
belastet, so wird ®, eine Funktion lediglich der Randglieder von X, Y, Z, a,,..., 73 
sein. Wir erreichen dann das Verschwinden des Integrals in (11) durch Nullsetzen 


der Koeffizienten der willkiirlichen VariationsgréBen fv und a 
Die so gefundenen Gleichgewichtsbedingungen lauten* 
ma + (tw X mg) = — eg (LE,) + e, (LG), (12) 
(Be XR) = 0; (13) 
in Komponentenzerlegung , 
A,w, — A, (w, — W,°) ws + A; (ws — W,°) w, = A, wo, + A, B. + Ay yo, 
A,w, — A; (ws; — W,°) w, + A, (w, — W,°) ws = — A, «, — A, By — A, 
A,w, — A, (w, — W,°) w, + A, (w, — W,°) w, = 0, 


A,’ + W,° A; — ,° A, = 0, . 
A,’ wie w,° A, =);,° As = 0, 
A, + ,°A, — W,° A, = 0. 
Die bei Integration von (12) und (13) auftretenden Konstanten sind durch die Art 
der Einspannung (erzwungene Randwerte) und durch die Bedingung festgelegt, daB 
die Randglieder in (11) verschwinden miissen (freie Randbedingungen). : 
Die Bedeutung der Lagrangeschen Faktoren als Komponenten des Kraftvektors 
tritt in obigen Gleichungen unmittelbar hervor. Wir hatten dieses Ergebnis auch 
aus (6) bei Verwendung der Hamiltonschen Formeln herleiten kénnen. 
Bevor wir zur Bildung der zweiten Variation tibergehen, sei auf eine zumindest 
fiir die Koordinatenwahl bemerkenswerte Tatsache hingewiesen. Die Gleichgewichts- 
bedingungen fiir den urspriinglich geraden Stab 


ma + (ft x Ma) = — ee (LE) + e, (¥ E,), 
Mg = (A, w,, Ag Wy, Az wz), & = konst. 


stimmen formal mit den Euler-Lagrangeschen Bewegungsgleichungen eines in einem 
Punkte festgehaltenen starren Kérpers tiberein, wenn wir A,, A,, A; als Tragheits- 


SUA Beakl. Lovie: Lac, 8.461. 
Ingenieur-Archiv VI, 3. 
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momente in bezug auf die Hauptachsen im Aufhingepunkt und die in (12) rechts 
stehenden Glieder als Moment der Schwerkraft auffassen. Diese Ubereinstimmung 
ist in der Literatur unter dem Namen Kirchhoffsche Analogie naher ausgefthrt?. 
J. Larmor® fand durch allgemeinere Formulierung die Ausdehnung der kinetischen 
Analogie auf Stabe, deren Zentrallinie im ungespannten Zustand Kriimmung und 
Drall besitzt, sofern nur die Groen W,°, W,°, W,° konstant sind. 


Wir verstehen jetzt, daB verschiedene, in der Dynamik starrer Korper bewahrte 
Methoden bzw. Koordinaten zur Lésung von Problemen des elastischen Gleich- 
gewichtes diimner Stabe herangezogen werden. Neben der Verwendung von Eulerschen 
Winkel und Quasikoordinaten in beiden Gebieten sei auf die heute in der Dynamik 
gebrauchliche Motorrechnung von R. v. Mises hingewiesen, die ebenfalls in der 
Elastizitatstheorie diinner Stabe Anwendung fand’. 


Zweite Variation. Allgemeine Stabilitétsbedingung. 


In die zweite Variation des Energieausdruckes (6) 


PD D4 “f omq Ow Cnt Ok | On’ on % 
dee | \\ de de Pr Ma Oe” | de | de | (ww % a) (x G,)| ae 
@ 
ey  / an / 0S “ ag 
rai Pei = 0 _s 3 
+2 [SE + (age x SB) — (2 x G,) — (a8 x Be)| bas (14) 


fiihren wir zunichst die aus (10) folgende Beziehung 


et os ai Sie ae en ee 
| (1 x } + (4 x 1] + (1 1) 1 — (10)? w 


Ge? eon)! de 
ein. Nach partieller Integration und geeigneter Umformung lautet (14) 


2D a@ 4(1) : aro Ws Ws |\2 arb - 
as Ce +) { Si ( oe +a )) + ma (2 x 1) + 
(OmalRne SS ae 
. v OS | on’ Fe om v 
+ (to X Ww) (Mtg X ) + 5; ee (38° x oe) mwa Gy + tH, G] = 


— & [th wy G, + thy tb G — (w,2 + th,%) E5]} ds + 
( OD 4(2) Ow @NR 2 


oy mg ae + © et | 


oa ) oe | {Lima’ + ( X ttg) + €s (V-E;) — e, (Y &)] Bo oth 
(1) 
| + [2 + ew x gH} as. 


Dabei umfabt der eingeklammerte Ausdruck alle jene Glieder, die zweite Differential- 
quotienten nach ¢ enthalten; die zweite Variation der potentiellen Energie der auBeren 
Krafte ist dementsprechend in zwei Terme aufgespalten zu denken. Die so zusammen- 
gefaBten Glieder entsprechen denen der ersten Variation [vgl. (11)] und verschwinden 
somit fiir eine Gleichgewichtslage (e = 0). Nach Kinfithrung der Abkiirzungen 


on 

Oe Go.) +9 U, U a (U, uae W), 
og 

Oe Ne male XM, w= (N,, N,, Ns) 


5 A. E. H. Love: L. c., 8. 459 oder Kirchhoffs Vorlesun u i 

Naor orles en uber Mechanik. 
6 J. Larmor: Lond. Math. Soc. Proc. 15 (1884). — 8. aah ACSA wele Lowel L. c., 8S. 460 
‘8. Kiger: Z. angew. Math. Mechan. 9, 341 (1929) ee a 
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schreibt sich die zweite Variation der Gesamtenergie 


a® | 2@ 4(1)  { Ow, | Wy We 
gare {41 a8 


i= | ty ty 
+ [i ry + (fo x tw) (1g X 1B) + 
+ ® [W + (We x U) — w, E, + d, G] — 
— & [w, w, €, + w, w, E, — (w,? + w,2) G,]| ds. (15) 


te hm 6 


y+ 


Die als Nebenbedingung aufzufassende Gleichung 
W + (W x U) — w, E, + wv, E = 0 (16) 

lautet in Komponentenzerlegung 

U’ + W.° W — W,° V — «, vw, + a, W, = 0, 

Yee a By We + BW, =.0, 

W'+0W.V—W,U —y, 0, + 7,0, = 0. 
Die Undehnbarkeit der Bogenelemente kime durch 

W’ +W,V —W.°U = 0 

zum Ausdruck. 

Die Beurteilung der Stabilitaét der Gleichgewichtslage ist damit auf ein rein 
mathematisches Problem zuriickgefiihrt: Wir haben die Bedingungen aufzusuchen, 
unter denen der Ausdruck (15) positiv definiten Charakter behalt. 

Verschiedenste Stabilitatsprobleme bei diinnen Staben sind durch (15) auf einen 


gemeinsamen Ansatz zuriickgefiihrt. Die praktische Durchfiihrung des Lésungs- 
ganges wird im folgenden an einem einfachen Beispiel gezeigt. 


Anwendungsbeispiel: Achterbildung beim geschlossenen Kreisring. 


Die ungespannte Zentrallinie sei ein Kreis vom Radius a. Fir die gezeichnete 
Lage der Systeme (P, X YZ) gilt demnach 


yo — (0, sy: 0). 


Der Ring werde durch radial wirkende Krafte vom 

Betrage q pro Langeneinheit beansprucht. Es ist 

anzugeben, bei welchem kritischen Wert der Be- 

lastung der Kreisring aus seiner Ebene herauskippt. 
Erste Variation. Durch den Ansatz 


@, = —q\Xds (I) 
@ 

fiir die potentielle Energie der Belastung kommt 
zum Ausdruck, daB die Kriafte auch beim Auskippen 
parallel zur Ebene der unverzerrten Zentrallinie 
(XZ-Ebene) bleiben sollen. Glieder zweiter Ordnung Ave 2. 
in X und Z konnen hier vernachlassigt werden, 
da sie nur fiir den Einbruch in der Ringebene maBgebend sind. Um die Differential- 
gleichungen aufstellen zu kénnen, haben wir in (11) die Variation von (I) 


oD, f ox / 
ie a q| de ds () 


7h 
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: : 3 v ont 
einzufiihren und die Koeffizienten der als willkiirlich anzusehenden GroBen iv und “Bg 


Null zu setzen. Da der Ausdruck (I’) 1 nicht enthalt, bleiben die Gleichgewichts- 
bedingungen in der Form (12) unverandert, (13) ist durch 


Sih 8 
A, ap aisles dS, 
Lg == 0, 
Agee 


zu ersetzen. Die Lésungen der Differentialgleichungen 


BY a (0, 0, nd! q) (G,, &,, Gs) aa g, (II) 
Wis (0, = 0), daher m, = 0 


zeigen, daB das Biegemoment in jedem Querschnitt den Wert Null hat, der Ring behalt 
seine Kreisgestalt bei. 

Zweite Variation. Da die zweite Variation der potentiellen Energie der 

2 
iuBeren Krafte nur aus dem Glied — q¢ | ds besteht, verschwindet der fiir die 
(J) 
Stabilitét maBgebende Term [s. Bemerkung im AnschluB an (14)]. 

Zunaichst denken wir uns die Gleichgewichtslage (II) in (15) eingefiihrt. Da w, 
nach (II) und (16) nur die GréBen U und W enthalt (Verschiebungen in der Ringebene), 
haben wir fiir die Stabilitét gegenitiber Kippung anzugeben, unter welchen Umstinden 
der Ausdruck 

aD 
de? 


\{41 (1i,/ = a)? + A, (2b, = =) —aqwv2+N,(V' + w,)\ de 


a 
l) 


positiv definiten Charakter besitzt. Indem wir fiir w, 


he 
( 


w,= — V' 


einftihren, erreichen wir nicht nur die Beseitigung der Nebenbedingung, sondern 
auch den Ubergang zu einer anschaulicheren Koordinatengré8e. w; kann dabei durch 


. ee ap 
ct ae = &, oe Toa ae oe = B 
ersetzt werden. Obiger Ausdruck lautet jetzt 
aD p \? Cte ? | 
BE nos Ae Reale +~—| —aq Vl ds, (IIT) 
1) 
Nach Einfiihrung der Abkiirzungen 
a q A 
Tah cae 


und des Winkels g = = als unabhingig Verinderliche folgt aus (III) das System 
der Jacobischen Gleichungen 


av (» Bale (1 f L) g #8 =, 


“dgt | a dy 3 A dg 
BV dB 
(1 + A) de? + a ioe AB: 0, 


Als erzwungene Randbedingung ist die wegen des Zusammenhaltes des Ringes not- 
wendige Forderung zu betrachten, da8 alle VerschiebungsgréRen periodische Funktionen 
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von g mit der Periode 2 sind. Aus diesem Grunde kénnen keine freien Rand- 
bedingungen auftreten. Daraus bestimmen sich (nach Elimination von f) die Kigen- 
werte 


ald 
feniieelt (IV) 


Thre Diskussion wird im Anschlu8 an (V) durchgefiihrt. 


Verallgemeinerung. Wir haben angenommen, da8 die Krafte wahrend des 
Kippvorganges immer parallel zur Ebene der unverzerrten Zentrallinie bleiben. Wir 
wollen nunmehr diese Annahme durch die allgemeinere ersetzen, daB der Ausbiegung 
(in Richtung Y) eine ihr proportionale Kraft entgegenwirkt. 

|d&y |= — x Y ds. 


Dem Potential (I) der auBeren Krifte ist dann der Ausdruck 
>| Y? ds 
@) 
hinzuzuftigen. Die die Gleichgewichtslage bestimmenden seed ae somit in 


der Form (II) erhalten. dooney lauten die beiden Terme von es A jetzt 
eo iy SE ola, 8 alfa 
1 
das heiBt es tritt e (III) das Zusatzglied x | V?ds auf. 
i 
Die Jacobischen Gleichungen dieses Problems 
NE Sa 
(+4)Fa tt oP 0 


fiihren nach Elimination von f auf die Higenwerte 


(n? — 1)? w 
meta n2* 


hh —— 


Fiir x = w = 0 gehen obige Gleichungen in den zuerst behandelten Fall tiber. Ein 
weiterer Spezialfall ist durch x = < (mw = v) gegeben: Die Krafte bleiben wahrend 
des Kippvorganges nach dem Ringmittelpunkt hin gerichtet. Fiir w = » folgt aus (V) 
n® (n? — 1) 

nme+ Rh - 
Der Vergleich mit (IV) zeigt, daB die Stabilitat im zuletzt betrachteten Fall etwas 
groBer ist als bei parallel bleibenden Kraften®. 


= 


Fir » = 1 wird 
ag =. 0, 
Es entspricht dies der Freiheit des Ringes, eine Drehung um einen seiner Durch- 
messer auszufiihren. Den kleinsten Wert des Druckes, bei dem Kippung auftreten 
kann, erhalten wir somit fiir = 2 (zwei Wellen, daher Achterbildung). 


Bei groBen x-Werten hingegen wird nach (V) im allgemeinen der kleinsten Knick- 
JN eine Ausbiegungsform mit mehr als zwei Wellen entsprechen. Zu einem analogen 


8 Vgl. S. Timoschenko: Z. angew. Math. Mechan. 8, 358 (1923). Die Ergebnisse stimmen 
iiberein. — S. auch K. Federhofer: Osterr. Ingenieur-Arch. 4, 27 (1950). 
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Ergebnis gelangte R. Grammel fiir den geraden, elastisch gebetteten Stab®. Der 
Auffassung von x als Bettungsziffer kommt jedoch hier keine praktische Bedeutung zu. 

Da obige Ergebnisse eine Naherung fiir Speichenrader geben, kann durch Ein- 
fiihrung des ~-Wertes der Einflu8 der Biegesteifigkeit der Speichen auf die Stabilitat 


des Ringes abgeschitzt werden. 
(Hingegangen am 15. Januar 1952.) 


Die Fernpolstellung der ebenen Bewegung. 
Von R. Bereis, Wien. 
Mit 5 Textabbildungen. 


Zusammenfassung. Im AnschluB an eine frithere Arbeit! wird der Bewegungszustand einer 
starren, komplanar bewegten, ebenen Scheibe fiir jenen Augenblick untersucht, in dem der 
Momentanpol ein Fernpunkt ist. Die dabei auftretenden Ausartungen und Vereinfachungen 
werden vor allem an dem Beispiel des zentrischen Schubkurbelgetriebes illustriert. 


Summary. With reference to an earlier paper! the state of motion is discussed for a rigid 
disc moving in its own plane, the discussion being carried out for that instant at which the 
instantaneous center is a far point. The resulting degenerations and simplifications are discussed 
by taking the concentric slider crank mechanism as an example. 


Résumé, Continuant un travail précédent1, auteur étudie l'état de mouvement d’un disque 
rigide, mobile dans son plan, & l’instant ot le centre instantané est & l’infini. Les dégénérations 
et simplifications qui en resultent sont illustrées notamment par l’exemple du mouvement a 
bielle et manivelle. 


1. Einleitung. 


Riickt bei einer ebenen zwangliufigen Bewegung der Momentanpol fir einen 
Augenblick ins Unendliche, so treten in einer solchen Fernpolstellung in den 
kinematischen Verhaltnissen Ausartungen oder wesentliche Vereinfachungen ein. 
So wird beispielsweise aus der sonst kubischen Scheitelkurve eine Hyperbel, 
ebenso aus der P-Kurve, die sonst eine bizirkulare Quartik ist; die S-Kurve, 
sonst eine bizirkulare Quintik, reduziert sich auf eine zirkulare Quartik usw. 

Die bisherigen Untersuchungen der Fernpolstellung (R. Mehmke, M. Krause, 
G. Lochs usw.) bezogen sich auf die Bahntangenten, die Bahnkriimmung und die 
Bahnaffinnormale. Die vorliegende Arbeit betrachtet dariiber hinaus die Bahn- 
schmiegparabeln, die Bahnschmiegkegelschnitte sowie sextaktische Bahnpunkte. 
Verwendet wird wieder die komplexe Darstellung der Bewegung in ahnlicher 
Art, wie sie der Verfasser in einer vorangegangenen Arbeit bereits fiir den allgemeinen 
Fall eingesetzt hat?. 

Zur Illustration wurde vor allem die zentrische Schubkurbel herangezogen, 
da diesem Mechanismus ausgedehnte technische Bedeutung zukommt und da auBerdem 
bei ihm bemerkenswert einfache Ergebnisse fiir die Fernpolstellung zu Tage treten. 


2. Grundlagen. 


Kine starre ebene Scheibe X' bewege sich in ihrer Ebene ¥,. Zur mathematischen 
Beschreibung des Bewegungsvorganges diene, wie iiblich, in Y, ein Normalkoordinaten- 
system x, y mit dem Ursprung O, analog in der bewegten Scheibe das System &, 7 
mit dem Ursprung A (Abb. 1). Jeder Punkt (a, y) von Y, werde durch die komplexe 
Zahl z= 2x -+72y, jeder Punkt (£,7) von 2» durch die komplexe Zahl € = &+iy 


* C. B. Biezeno und R. Grammel: Technische Dynamik, S. 521. 


1 R. Bereis: Aufbau einer Theorie der ebenen Bewe i 
7 gung mit Verwendung komplexer Zahlen. 
Osterr, Ingenieur-Arch. 5, 246—266 (1951); im folgenden zitiert mit ,,I‘*. : A yore 
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gekennzeichnet; insbesondere sei a die komplexe Koordinate von A. Legt man der 
Darstellung einer zwangliiufigen Bewegung den Drehwinkelparameter y= <a& 
zugrunde, so wird sie durch die komplexe Gleichung 

z=a(y)+ Ce? (1) 
beschrieben, und die notwendigen Rechnungen gestalten 
sich besonders einfach. Heftet man an jeden Systempunkt 
den um 2-n Rechte geschwenkten »-ten Ableitungsvektor 2 
an, so fallt dessen Ende stets mit einem bestimmten, von 
¢ unabhangigen Punkt P,,, dem ,,n-ten Pol‘, zusammen. 
Die so entstehende Polkette P,, P,,... hat sich als ein 
sehr brauchbares Hilfsmittel zur Untersuchung und Be- Abb. 1. 
schreibung ebener Bewegungszustiinde erwiesen?. 

Riickt der erste Pol P,, das Momentanzentrum, ins Unendliche, so versagt 
die eben dargelegte Untersuchungsmethode. Fiir diese ,,Fernpolstellung‘’ von 2 
muf auf die Vorteile des Drehwinkelparameters p verzichtet werden, doch zeigt sich, 
daB hier ein beliebiger reeller Parameter t — ohne spezielle Voraussetzungen — 
verwendet werden kann. Die Funktion 


Pp = 7 (t) 


sei als stetig und hinreichend oft differenzierbar vorausgesetzt. Eine Fernpolstellung 
ist dann durch 


eile pial (2) 
gekennzeichnet. 


3. Bahntangenten. 
Durch Differentiation der Bewegungsgleichung (1) nach t erhalt man den 1. Ab- 
leitungsvektor 
Z=a+lier-g =a + (z—a)y'i, (3) 
der die Bahntangente anzeigt. In der Fernpolstellung y’ = 0 ist 
Z=a, (4) 
also haben alle Punkte von 2 gleich groBe und gleich gerichtete Geschwindigkeiten 
und es gilt 


Satz 1: Bei Fernpolstellung der bewegten Ebene fihrt diese eine Momentan-Parallel- 
verschiebung aus; alle Bahntangenten sind untereinander parallel. 


4. Bahnkriimmung. 


Der 2. Ableitungsvektor 
gl! = ae + (p”’ z te, y’?) C e? , (5) 
geht bei Fernpolstellung zufolge (2) tiber in 


2 Die h6heren Pole wurden von R. Miiller als héhere Kriimmungsmitten von Hiillbahnen 
von Geraden eingefiihrt. Analytisch, wenn auch noch nicht mit komplexen Zahlen, behandelten 
die Polkette M. Krause und sein Schiiler A. Carl. Der Versuch des Aufbaues einer Theorie 
der ebenen Bewegung unter Bentitzung der Polkette wurde auch schon von A. Winkler ge- 
macht (diese Arbeit war dem Verfasser zur Zeit der Fertigstellung von ope a nicht bekannt). — 
R. Miiller: Beitrage zur Theorie des ebenen Gelenksvierecks. Z. Mathem. Physik 42, 250 (1897). — 
M. Krause: Analysis der ebenen Bewegung. Berlin u. Leipzig. 1920. — A. Carl: Uber hohere 
Riickkehr- und Wendepole. Diss. Jena 1911. — A. Winkler: Beitrage zur Theorie der ebenen 
Bewegung starrer ebener Systeme unter Beniitzung der hoheren Riickkehr- und Wendepole. 
Diss. Techn. Hochschule Dresden 1919. — R. Bereis: ,,I“. 
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Zsa’ +08? 9 (=a + eae s (6) 
Jener Punkt Q,, fiir den z’’ verschwindet, soll als 2. »Quasipol der Fernstellung 
bezeichnet werden. Seine komplexe Koordinate betragt 


G2 =a + eae (7) 
und wegen 

ea <a Sai Le (8) 
gilt 


Satz 2: Bei Fernpolstellung fallen die Endpunkte stimtlicher mit 1/p"' multuplizerten, 
um einen rechten Winkel geschwenkten und in den Systempunkten angehefteten zweiten 
Ableitungsvektoren im 2. Quasipol Q, zusammen. 


Da 7 ein in keiner Weise ausgezeichneter Parameter ist, kommt diesem Quasi- 
pol Q, keine geometrisch-invariante Bedeutung fiir den Bewegungszustand zu; nichts- 
destoweniger leistet er ahnliche Dienste wie der Pol P, 
im allgemeinen Falle, da er den linearen Zusammenhang 
zwischen z’’ und z vermittelt. 

Aus Satz 2 folgt, daB die Lange der Normalprojektion 
des Vektors 2’’ auf den Polstrahl w= P,Q, dem Abstand 
‘ d des Punktes z von w proportional ist (= g” d, vgl. 
Abb. 2). Da ferner die Spitze des in z befestigten Vektors 
z'’ gam zugehorigen Bahnkriimmungsmittelpunkt K be- 
ziiglich des Kreises um z mit |z’| als Radiuskonjugiert 
liegt (I, Satz 1), ergibt sich der Bahnkriimmungsradius 
mit 


2 
= ae (9) 
Abb. 2. Bei Fernpolstellung ist demnach die Bahnkriimmung 


eines Systempunktes seiner Entfernung von der Achse w 
proportional. Die Achse w kann als Wendegerade bezeichnet werden, da fiir alle 
ihre Punkte die Bahnkriimmung verschwindet. Also gilt 


Satz 3: Bei Fernpolstellung gibt es eine Gerade w, die Wendegerade, deren Punkte 
mm dem betrachteten Zeitpunkt im allgemeinen Wendepunkte ihrer Bahn durchlaufen. 
Die Bahnkriimmungen aller iibrigen Systempunkte sind den Abstinden von der Wende- 
geraden w proportional’. 


5. Bahn-Affinnormalen. 


Dreimaliges Differenzieren der Bewegungsgleichung (1) nach +t _ liefert den 
3. Ableitungsvektor 


git! = al” a ('”’ i ay gsi ang q p'’) ia er, (10) 
Dieser geht bei Fernpolstellung zufolge (2) iiber in 
git? — gl"! um a ei? ‘ g””" ja” a (z bes a) Q” Ae (11) 


Jener Punkt Q;, fiir den z’” verschwindet, soll der 3. Quasipol der Fernpolstellung 
heiBen. Seine komplexe Koordinate ergibt sich mit 


Str 


%% = 4 +r (12) 


* R. Mehmke: Uber die Bewegung eines starren ebenen Systems in seiner Ebene. Z. Mathem. 
Physik 85, 70 (1890). 
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und wegen 
2+ ae ==). (13) 
4 sa 
gilt 
Satz 4: Bei Fernpolstellung fallen die Endpunkte aller mit 1/p''’ multiplizierten, 
um einen rechten Winkel geschwenkten wnd in den Systempunkten angehefteten dritten 


Ableitungsvektoren im 3. Quasipol Q, zusammen. 
Nach I, 8. 249, kennzeichnet die komplexe Zahl 


tr 1 (2’, 2) / 


N= 2 3 aay 2 (14) 


einen Vektor der Affinnormalen der Bahn von 2. Der Punkt N,* mit den 
Koordinaten 


n° = 2 + = t=%—3 aaa zt (15) 
wird somit durch das in z auf die Bahn-Affinnormale von z errichtete Lot aus der 
Wendegeraden w ausgeschnitten. 

Wir fiihren nun ein neues Koordinatensystem 3 =r + 71 mit dem Ursprung Q, 
ein; a zeige die Richtung der reellen Achse an. Die Transformationsgleichungen 
lauten mithin 


es) 


2= 2 +797 p= She - a). (16) 


Fiir die neue Koordinate n,* von NV ,* findet man dann, wenn iiberdies die Ab- 


leitungen 2’, 2’, 2’”’ in (15) vermége (4), (8) und (13) auf 2 zuriickgefiihrt werden, 
schlieBlich 


(r SS 2) oe a’|é : 
t,* —? 3 re ? (17) 


wobei fiir 


ts = W {qs} 
zu setzen ist. 
Da sich n,* von y als unabhangig erweist, bleibt N,* fiir alle Punkte eines Pol- 
strahls (ry = konst.) invariant. Dies gibt 


Satz 5: In der Fernpolstellung umhiillen die Bahn-Affinnormalen aller Punkte 
eines Polstrahls eine Parabel, deren Brennpunkt N,* auf der Wendegeraden w legt’. 


6. Scheitelkurve. 


Fallt in einem Kurvenpunkt die Affinnormale mit der gewéhnlichen Normalen 
zusammen, so liegt ein Kurvenpunkt mit stationarem Kriimmungskreis, also ein 
Scheitel vor. Um jene Systempunkte zu finden, die im Augenblick der Fernpol- 
stellung einen Scheitel ihrer Bahn durchlaufen, hat man die Bedingung fiir parallele 
Lage des Normalenvektors 2’ 7 und des Affinnormalenvektors », (14), also (z’ 7, ma) = 0 © 
anzuschreiben. Man erhilt 


oe, z ) 4,2) — 2 ie 4,2) = 0, (18) 
wobei alle Ableitungsvektoren vermdége (4), (8) und (13) wieder durch z auszudriicken 
waren. Uber die Art der so gewonnenen ,,Scheitelkurve* / erhalt man AufschluB, 


4 Das Klammersymbol (a, b) = > (a ba b) = —(b, a) bedeutet geometrisch die Flache 


des von den Vektoren a und 6 aufgespannten Parallelogramms. Es gehorcht naturgemaB dem 


distributiven Gesetz. 
5 G. Lochs: Die Affinnormalen der Bahn- und Hiillkurven usw. Mh. Math. Physik 38, 


50 (1931). 
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wenn man beachtet, daB die ersten drei Terme der Gl. (18), einzeln Null gesetzt, der 
Reihe nach die Wendegerade w, eine Gerade g, normal w durch Q, und eine Gerade g, 
parallel w durch Q, darstellen; das letzte Glied hat den konstanten Wert — |a’/?. 
Die Kurve ist demnach ein Kegelschnitt, und zwar eine gleichseitige. Hyperbel 
mit der Asymptote w und durch den Schnittpunkt von g, und g;. Ihre Gleichung 
im 3-System lautet 
(ts —2) le’ @” 
es Ce arn 
Die im allgemeinen Fall als Scheitelkurve auftretende zirkulare Kubik (I, 8. 255) 
ist hier offensichtlich in die Hyperbel (19) und die Ferngerade ausgeartet. 

Fallt Q,; in die Wendegerade w, 
so fallt g, mit w zusammen; die 
gleichseitige Hyperbel f zerfallt in 
die Wendegerade w und eine Gerade 
normal w’. 

Die ersten drei Quasipole der 
Fernpolstellung reichen — im Gegen- 
satz zum gewohnlichen Fall — nicht 
aus, die Scheitelkurve eindeutig 
festzulegen. 

Im Schnitt der Wendegeraden w 
mit der Scheitelkurve f wiirde ein 
Punkt mit vierpunktig beriihrender 
Bahntangente (Ballscher Punkt) 
liegen. Da dieser Punkt jedoch in 
den Fernpol P, fallt, liegen hier 
weitgehend ausgeartete Verhaltnisse 
Bahn vor. 


Ww 
Zahn ves 
— Wendepunktes W 
\ 
\ Liegt Q,; auf w, so miissen alle 


\ Punkte von w vierpunktig beriihren- 
\ de Bahntangenten besitzen. Zusam- 

\ menfassend gilt daher 
| Satz 6: Bei Fernpolstellung ist 


Abb. 3. die Scheitelkurve eine gleichseitige 

Hyperbel, von der eine Asymptote in 

die Wendegerade w fallt. Liegt der dritte Quasipol Q, auf w, so zerfillt die Scheitelkurve 

in w und eine dazu normale Gerade; stimtliche Punkte der Wendegeraden befinden sich 
dann in Flachpunkten threr Bahn. 


Hin Vergleich von (17) und (19) zeigt, da der zu einem Polstrahl y = konst. 
gehorige Brennpunkt NV ,* und der Scheitelpunkt auf dem Polstrahl gleiche Ordinate \ 
haben. Bei Kenntnis der Scheitelhyperbel lassen sich daher mit Beniitzung von 
Satz 5 die Bahnaffinnormalen ohne weiteres konstruieren’. 


(19) 


Beispiel 1. Zentrische Kurbelschleife. Abb. 3 zeigt eine zentrische Kurbel- 
schleife in Fernpolstellung. Die Entfernung des Lagers O von der Gleithiilse B sei 4, 
die Kurbellinge r; die Entfernung des Kurbelendes A von B sei gerade t. Die Lage 
der beniitzten Koordinatensysteme ist aus der Figur zu entnehmen; als Parameter t 
fungiert der Kurbelwinkel. 


Sa MKT alse. Am ci @) seenseeralls 
TS GO Chis At de Orms00: 


Die Fernpolstellung der ebenen Bewegung. 251 


Aus der Bewegungsgleichung der Kolbenstange 


it fp et a Cer 
und der Bedingungsgleichung pee ay ) 
sin p = r sin (t — p 


findet man fiir die Fernpolstellung (tr — » = 2/2, cos t = — r/k) 
p=arcsmr/k, g' =0, gp’ =—rft, g'” = — 3/8; 
a@=r-, gerie®, a’ =—re gg! = rye: 


da = (r + kije’*, go = (r — ge) es fey = thee. 


Der 2. Quasipol Q, fallt demnach in die Gleithiilse B, durch die parallel zur 
Kurbel die Wendegerade w verliuft. Der 3. Quasipol liegt in der Kurbelgeraden. 
Die Scheitelhyperbel enthalt das Kurbelende A; die zu w normale Asymptote geht 


x 
Bahn des Burmester- 
punktes B24 


Abb. 4. 


durch das Lager O. Fiir den Polstrahl n wurde der zugehorige Parabelbrennpunkt JN ,* 
konstruiert; sodann die Bahnaffinnormalen in den Punkten Z und S eingezeichnet. 
Die Figur zeigt ferner die Bahnaffinnormale als Tangente der zugehérigen Sehnen- 
mittenkurve. 

Beispiel 2. Zentrische Schubkurbel. Abb. 4 zeigt eine zentrische Schub- 
kurbel in Fernpolstellung. Die Entfernung des Lagers O vom Schieber B sei t, die 
Kurbellinge 7; die Entfernung des Kurbelendes A von B sei k. Die Lage der be- 
niitzten Koordinatensysteme ist wieder aus der Figur zu entnehmen; als Parameter 
fungiert der Kurbelwinkel. 

Aus der Bewegungsgleichung der Pleuelstange 

2—ret a é ee 


und der Bedingungsgleichung ksin pg =rsint 


findet man fiir die Fernpolstellung (t = 7/2, sin gy = r/k) 
v= arean rk, oO = 0) oe >= — rt, pv = 9; 
Cth Gi — Ff, |. Oat), Oo = T; 
Wa=ri—t, Q=P; 


tance ta, y= 0. 
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Der 2. Quasipol erginzt das Dreieck OAB zu einem Rechteck. Die Wende- 
gerade w lauft parallel zur Kurbel durch B. Q, riickt in den Fernpol. Da ams ele a ae 
reell, mithin 

(Bo aS) Saal ar a= 0 

ist, gibt 2’ die Richtung der Bahnaffinnormalen an (14). Die Bahnaffinnormalen 
einer Geraden g umhiillen daher eine Parabel mit dem Brennpunkt Q, und der 
Scheitelgeraden g. \Zufolge (z’, 2’) = 0 zerfallt die Scheitelkurve (18) in die Wende- 
gerade w und eine Gerade normal w durch A. Alle Punkte von w durchlaufen in dem 
betrachteten Augenblick Flachpunkte ihrer Bahn. Die Figur zeigt fiir einen allge- 
meinen Punkt Z, einen Scheitel S und einen Flachpunkt die Bahn, den augenblick- 
lichen Kriimmungskreis, Bahnaffinnormale und Sehnenmittenkurve. 


7. Stationire Bahnschmiegparabeln. 


Viermaliges Differenzieren der Bewegungsgleichung (1) nach r liefert der 4. Ab- 
leitungsvektor 


Ziv — q@lV 4+ Ee? (pV 4 — 39’? — 69" p21 + ¢*). (20) 
Dieser geht bei Fernpolstellung zufolge (2) tiber in 
Ziv — q@lWV 4 fe? (pV 7 — 3 y’’?) = al’ + (z — a) (9 1 — 3 "”?). (21) 


Die komplexe Koordinate des durch z'Y = 0 gekennzeichneten 4. Quasipols Q, 

ergibt sich mit 

qe = 4 + al¥ (3g? — gl i) (22) 
und wegen 

2+ 2V/(3 p'® — gl" 1) = Ga (23) 
gilt 
Satz 7: Ber Fernpolstellung fallen die Endpunkte der der Drehstreckung 
1: (3 9''% — y'Y i) unterworfenen und in den Systempunkten angehefteten 4. Ab- 
leitungsvektoren wm 4. Quasipol Q, zusammen. 


Wird fiir einen Kurvenpunkt der Mittelpunkt des Schmiegkegelschnittes ein Fern- 
punkt, so liegt ein Kurvenpunkt mit stationairer Schmiegparabel vor. Um jene 
Systempunkte zu finden, die in einem bestimmten Zeitpunkt Bahnstellen mit stationarer 
Bahnschmiegparabel durchlaufen, hat man die Bedingung ‘(n,, n,’) = 0 auszu- 
werten. Man erhalt nach I, S. 258 


3 (z', 2’) f(z’, at) + 4 (2 2'"))] — 6 2" F = 0, (24) 
wobei alle Ableitungsvektoren wieder durch z auszudriicken sind. Der Ort dieser 
Punkte, die sogenannte P-Kurve, ist im allgemeinen eine bizirkulare Quartik. Bei 
Fernpolstellung hingegen stellen die Terme der Gl. (24), einzeln Null gesetzt, der 
Reihe nach die Wendegerade w, eine Gerade g, durch Q,, die Gerade g,, =Q, Qs; 
und eine Gerade g, parallel w durch Q; dar. Die Kurve li8t demnach die symbolische 
Schreibweise 

3 w (94 + 4923) — 59,7 = 0 (25) 
zu und ist demnach eine Hyperbel mit der Asymptote w. Somit gilt 
Satz 8: Bei Fernpolstellung ist die P-Kurve, das ist der Ort aller Punkte, die in 


dem betrachteten Moment Stellen mit stationirer Bahnschmiegparabel durchlaufen, eine 
Hyperbel, fiir die die Wendegerade eine Asymptote ist. 


Beispiel. Zentrische Schubkurbel. Uber die bereits Sangeeta Ergebnisse 
(S. 251, Beispiel 2) hinaus findet man 
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Abb. 5. 


Da (2’, 2’’’) = 0, spaltet sich in (24) die Wendegerade w, fiir die als Ort der Flach- 
punkte keine Bahnschmiegkegelschnitte existieren, ab, so daB die P-Kurve in diesem 
speziellen Fall eine Gerade durch den Schieber B ist. Ihre Gleichung lautet 

(2; gry) + 4 Ca et} — O 
oder 


2 2 
2(1—F)+ty+e(1-S)=o. 
Der Anstieg der P-Geraden betragt demnach 


t 
tge=——— = tgp — tg. 


Ein aus Q, auf die Pleuelstange AB gefalltes Lot schneidet demnach die y-Achse in 
einem Punkt der P-Geraden. Abb. 5 zeigt einen Punkt z mit stationirer Bahn- 
schmiegparabel. 

Durch (2, 2!Y) = 0 ist ein Kreis durch Q,, Q, dargestellt; derselbe enthalt auch 
die Punkte A (z@™ stets rein imaginir) und B (z™ stets reell), mithin auch O. Fiihrt 
man die analogen Uberlegungen fiir den Kreis (z’’, z@™) = 0 aus, der Q3, Qom, A, B 
und O enthialt, so erkennt man, daB auf dem Umkreis des Dreiecks ABO iiberhaupt 
alle Quasipole gerader Ordnung liegen, weshalb er kurz ,,Polkreis” genannt sei. 

Man erhialt insbesondere den 4. Quasipol Q,, indem man auf der x-Achse von ihrem 
Schnittpunkt mit der 7-Achse aus in positiver Richtung ¢/3 auftrigt und den so er- 
haltenen Punkt 7 mit A verbindet. (7'A) schneidet den Polkreis, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, in Q, (Abb. 5). 
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Die Bedingungsgleichung k sing =r sin definiert p als eine gerade Funktion 


vou ¢ = S — rt. Daher zeigt die Taylor-Entwicklung 
; s ‘eu: e 
g=¢7(0) +e (Ot+ 90> +970 By +--+ 
da® simtliche Ableitungen ungerader Ordnung von gy nach t an der Stelle t = > 


verschwinden. Da ferner auch cos pm und sin y gerade Funktionen von ¢ sind, also 


an der Stelle t = 0 (das heift tS = verschwindende Ableitungen ungerader Ordnung 


besitzen, miissen alle Ableitungsvektoren von z von ungerader Ordnung reell sein 
er b = (— Lyte r). 
8. Burmester-Punkte. 


In jedem Augenblick einer Bewegung gibt es vier Punkte B;, deren Bahnkurven 
einen fiinfpunktig bertihrenden Kriimmungskreis besitzen. Diese Burmester-Punkte 
gehéren der Scheitelkurve f und jener zirkularen Kubik /’ an, die man durch Differen- 
tiation nach dem Parameter gewinnt (I, S. 259). 

Beispiel. Zentrische Schubkurbel. Gl. (18) nach rt differenziert, liefert 
unter Beriicksichtigung der speziellen Verhiltnisse eines zentrischen Schubkurbel- 
getriebes 

Bie yd) (2 oe Nal a? Te (2, 2! ieee Sy ae 

Da diese Gleichung fiir die Punkte A und B erfiillt ist, und (z’’ 7,2") = 0 das 
Minimalgeradenpaar durch den 2. Quasipol Q, bedeutet, stellt f’ in diesem besonderen 
Fall eine zirkulare Kubik durch A und B mit der Asymptote w dar. Von den vier 
Burmester-Punkten liegen daher je einer in trivialer Weise in A und B, wahrend 
die restlichen zwei Punkte durch die komplexen Zahlen 


+ (—-8t+/@—4A) +ri...t=0B 


gekennzeichnet werden (reell nur fiir ¢ => 27). Abb. 4 zeigt die Bahn eines solchen 
Burmester-Punktes B,, ,. 

La8t man A auf der y-Achse variieren, so erhalt man co! zentrische Schubkurbel- 
getriebe in Fernpolstellung, deren nicht triviale Burmester-Punkte die Hyperbel 


(2+) —4y=e 


erfiillen. 
9. Stationire Bahnschmiegkegelschnitte. 
Fiinfmaliges Differenzieren der Bewegungsgleichung (1) nach t liefert den 
5. Ableitungsvektor 
2 aV + Ce? (gi — 109’ po” — 5p g' — 10g" 924 — 
— 15 y'* g't 4+ 10” g’8 + g’54). (26) 
Dieser geht bei Fernpolstellung zufolge (2) iibe> in 
a =a + Ce? (pV i — 109’ wp”) = a + (2 —a) (PY i— 109" gp"). (27) 
Die komplexe Koordinate des durch zY = 0 gekennzeichneten 5. Quasipols Q; 
ergibt sich mit 
qs = 4 + a¥/(10 gp!” o — @Y 4) (28) 
und wegen 
| z + 2%/(10 9” p" — 9 i) = qs (29) 
gilt 
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Satz 9: Bei Fernpolstellung fallen die Endpunkte der der Drehstreckung 
1: (10 y'" p” — pi) unterworfenen und in den Systempunkten angehefteten 5. Ab- 
lectungsvektoren im 5. Quasipol Q; zusammen. 

Ist fiir einen Systempunkt der Mittelpunkt seines Bahnschmiegkegel- 
schnittes stationar, so beriihrt der Schmiegkegelschnitt sechspunktig. Die Bedingungs- 
gleichung fiir einen solchen sextaktischen Punkt lautet nach I, S. 260 


(2,2 Pl, 2”) + Be", 2)] — 8’, 2") 2’, 2'”) [(@, 2p 
+ 29 ae ah] + =, a — 0, (30) 


wobei alle Ableitungsvektoren wieder durch z auszudriicken sind. Der Ort dieser 
Punkte, die sogenannte S-Kurve, ist im allgemeinen eine bizirkulare Quintik. Bei 
Fernpolstellung hingegen stellen die Terme der Gl. (30), einzeln Null gesetzt, der 
Reihe nach die Wendegerade w, eine Gerade g, durch Q;, einen Kreis k,, durch Q, 
und Q,, abermals die Wendegerade, die Gerade g, parallel w durch Q,, die Gerade g, 
durch Q,, die Gerade g.; = (Q.@Q 3) und wieder g, dar. Die Kurve 148t demnach die 
symbolische Schreibweise 


w (gs + 5 kes) — 5 w gs (Ga + 2 Gos) + 9s =) (31) 
zu und ist demnach eine zirkulare Quartik mit der Doppelasymptote w. Im Fernpol 
liegt ein Beriihrknoten. Somit gilt 

Satz 10: Bet Fernpolstellung ist die S-Kurve, das ist der Ort aller Punkte, die in 
dem betrachteten Moment Stellen mit stationdrem Bahnschmiegkegelschnitt durchlaufen, 
eine zirkulare Quartik mit der Doppelasymptote w. Im Fernpol tritt ein Beriithrknoten auf. 

Beispiel. Zentrische Schubkurbel. Beim zentrischen Schubkurbelgetriebe 
ist, wie oben gezeigt, p’Y = 0 und zY = — r. Somit verschwinden (z’, 2’’’) und (2’, 2’). 
Dadurch spaltet sich in Gl. (30) die doppelt zu zihlende Wendegerade w ab, so dab 
sich die S-Kurve in diesem speziellen Fall reduziert auf 

ie, gy) =e 0, 
also mit dem Polkreis (= Umkreis des Dreiecks ABO) identisch ist. 

Die durch B gehende P-Gerade schneidet den Polkreis in einem weiteren Punkt R, 
dessen Bahn in dem betrachteten Zeitpunkt naturgema8 eine sechspunktig beriihrende 
Schmiegparabel besitzt (Abb. 5). 

Die Untersuchung einer exzentrischen Schubkurbel liefert nur unwesentliche 
Abweichungen von obigen Ergebnissen. So existiert auch bei der exzentrischen 
Schubkurbel in Fernpolstellung ein Polkreis, der alle Pole gerader Ordnung ent- 
halt (Durchmesser AB) und mit der S-Kurve tbereinstimmt usw. 

(Hingegangen am 18. Januar 1952.) 


Zum Anschlu8 von Stében mit Winkelquerschnitt. 
Von K. Girkmann und E. Tungl, Wien. 
Mit 4 Textabbildungen. 


Zusammenfassung: Es wird die Spannungsverteilung in einem Winkelstab untersucht, der 
eine Zug- oder Druckkraft iibertrigt und nur mit einem Schenkel angeschlossen ist; hierbei wird 
festgestellt, wie weit der abstehende Schenkel im Anschluf mitwirkt. 

Summary: The stress distribution is discussed for an angle bar which transmitts a pull or 
pressure, and is attached by its one side only. The influence of the other side on the connection 
is determined. 

Résumé: Etude de la distribution des contraintes dans un profilé en corniére transmettant 
une force de traction ou de compression, et attaché seulement par l’une de ses ailes. On détermine 
Vinfluence de l’aile libre au droit de l’attaché. : 
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1. Einleitung. 


Die folgende Untersuchung wird unter der Annahme durchgefiihrt, daB der An- 
schlu8 des Winkelstabes an die Knotenbleche mittels PunktschweiBungen erfolge, 
deren Ubertragungskrifte als Einzellasten in Rechnung gestellt werden. Es wird die 
unbeschrankte Giiltigkeit des Hookeschen Elastizitatsgesetzes vorausgesetzt. Der 
Biegewiderstand der Winkelschenkel und der Knotenbleche senkrecht zu ihren Ebenen 
wird als vernachlissigbar klein betrachtet und von der Beriicksichtigung der durch 
die Blechstarken’ bedingten Exzentrizitat des Kraftangriffes wird abgesehen. 

Zunachst wird der Angriff einer 
Einzellast P gema8 Abb. 1a untersucht. 
Die beiden Winkelschenkel werden hier- 
bei als streifenformige, miteinander un- 
verschieblich verbundene Scheiben von 
unbegrenzter Lange aufgefaBt, die 
beiderseits im Unendlichen gesttitzt 
sind. Sodann wird mit Hilfe der 
erhaltenen Ergebnisse der Spannungs- 
zustand eines Winkelstabes berechnet, 
der gemiB Abb. 1b angeschlossen ist 
und eine Zug- oder Druckkraft P zu 
iibertragen hat. An den Schmalrandern 
bleiben allerdings Gleichgewichts- 
systeme bildende Normal- und Schub- 
spannungen zuriick, die aber mit wach- 

.Abb. la—b. sender Vorkopflinge v gemaB dem 

Prinzip von de Saint Vénant rasch 

abnehmen. Bei hinreichend groBem v werden sie vernachlassigbar klein, womit dann 
die Randbedingungen auch fiir die Endquerschnitte des Winkels erfiillt sind. 

Durch Zusammenlegen von Teilergebnissen des Einzellastangriffes konnen sodann 
die Spannungsverhaltnisse fiir den Fall von zwei oder mehreren hintereinander liegen- 
den PunktschweiBungen ermittelt werden. Hierbei ist der Einflu8 einer zur Geltung 
kommenden Stabeinspannung noch zu beriicksichtigen. 


2. Die Spannungsfunktionen fiir das Scheibenwerk nach Abbildung 1 a. 


a) Die den Spannungszustand im angeschlossenen Winkelschenkel von der 
Breite 2b und der Dicke 6 beschreibende Airysche Spannungsfunktion F, (x, y) wird 
aus der Losung F’ fiir den Kinzellastangriff in der unendlich ausgedehnten Ebene und 
aus einer im gesamten Scheibenbereich reguliren Zusatzfunktion F’’ gebildet. Der 
singulére Lésungsanteil wird in der Form eines Fourier schen Integrals! angeschrieben: 


, sey 1 /l—p ae: 
De 420 | aa pe — ow y)e-*¥ sina x dx, y 0, (1) 
0 


wobei die Querdehnungszahl des Werkstoffes bedeutet. Im Hinblick auf die ge- 
wahlte Darstellung der Funktion ¥” wird die regulire Zusatzfunktion aus partikuliren 
Integralen der Scheibengleichung 44F = 0 wie folgt zusammengesetzt 


co 


R “Dd 
Ni ge as e e (=! =~! 
Peay \-— 5 - (A, of ay + Bray Sina y + C, Sin « y + 
0 
ne + D, « y Gof x y) sin « ada. (2) 
 K. Girkmann: Flachentragwerke, 2. Aufl., S. 108. Wien: Springer-Verlag. 1948 
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' Die HilfsgréBe 


q=itt p (3) 


sowie der Faktor e~*? wurden zwecks Vereinfachung der Rechnung aus den Para- 
meterfunktionen A,, B,, C,, D, herausgehoben. 
Die Spannungsfunktion 
Fi(e,y)=F +P" (4) 


fiir den angeschlossenen Winkelschenkel liefert mit Hilfe von (1) und (2) die Spannungs- 
komponenten 


Gis i Oleh ayle! Fevsin « 2da 4£Q) 4, +2 B,) Gofay + 
0 
+ Bay tinny +0, 42D) Eiay + DyryGshagle “dn wada, (5/1) 
oe SS = —0\(I5EF ayer rsinaeas —Q Q\ A, Gof «ay + 
+B nySmay+C, Sina y ee ors *b sin x x da, (5/2) 
ps ee ele it 
0 


B,) Sin « y + B, x yGoj ay + (Cy, + D,) Gof « y + 
+ D,« y Sin « yje—** cos a x da, (5/3) 
wobei die oberen Vorzeichen fiir y = 0 und die unteren fiir y < 0 gelten. 


b) Fir den abstehenden Schenkel mit der Breite c wird analog (2) der aus 
partikuliren Integralen der Scheibengleichung gebildete Ansatz 


P, (7,2) =@\ 


0) 


Ps 


b 
—,— (A, Gof «oz + BrazSinaz + C,Sinaz + D,«z€of «z)sinaxda (6) 


gewahlt. Er ergibt die Spannungskomponenten 


dz =Q\ [(Aa + 2 By) Gof az + Braz Sin wz + (Cy + 2 Dz) Gin wz + 


0 


+ Dy «zCojazje—** sin « xda, (7/1) 
o, = —Q\¢ A,Goj az + B,xzGinaz +C,Sinaz+D,«zUoj az)e—*? sinaxda, (7/2) 
0 
le, = — Q\ (4 » + B,) Sin wz + B, «2 Gof oz + (CO, + Dy) Gof «z+ 
0 


+ D, «z Sin. « z]e—* cos « ada. (7/3) 


3. Die Randbedingungen des Scheibenwerkes. 


Die Spannungsfunktionen fF, und F, enthalten acht willkiirliche Parameter- 
- funktionen A, («), A, (a)... D, (x), die so bestimmt werden kénnen, daB allen Rand- 
und (ihorginisbedineungen an den Lingsraindern der Scheibe exakt entsprochen 
wird. Unter Beachtung der eingangs angefiihrten Idealisierungen sind folgende Be- 
dingungen zu erfiillen: 

Ingenieur-Archiv VI, 3. 18 
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I. Langs des freien Randes jedes Streifens miissen sowohl die betreffenden Normal- 
spannungen als auch die Schubspannungen versehwinden; somit mu 
fir y= — 6b: (GCiym be i (ey orm 8 (8) 
fir z=: (o,),2¢ = 9, (trewe= 9 J 
sein. Im Hinblick auf die Gl. (5/2), (5/3), (7/2) und (7/3) sind diese Bedingungen fiir 
jedes « erfiillt, wenn folgende Beziehungen bestehen 


(jee — 0b) + (A, Gof od + Brod Sin ab — C, Sine — Dy ~b Gof x) = 0, (9/1) 


Ges: xb (A, + B,) Gina b + By ob Gof ob — (C, + D,) Gof «b — 
— D,«bGinab=0, (9/2) 
A, Ooj oc + B,acGinac+C,Ginac + Dz, «cof ac = 0, (9/3) 
(A, + B,) Ginac + By «cof «c +(C, + D,)Coj «c+ D,xncSmac=0. (9/4) 


II. Am Rande y= +6 des angeschlossenen Schenkels miissen die Normal- 
spannungen verschwinden: 


(o)yns= 0. (10) 
Ebenso muB in z = 0 des abstehenden Schenkels 
(c,),-0= 0 (11) 


sein. Diesen beiden Bedingungen wird gema (5/2) und (7/2) fiir jedes x mit 


Ges: — ob) + (A, Gof ob + Bab Sina +O, Sin xb + Dy xb Cofab)=0, (9/5) 
tee (9/6) 


entsprochen. 
III. Aus Gleichgewichtsgriinden miissen die Schubspannungen des angeschlossenen 
Schenkels in y = + 6 und jene des abstehenden Schenkels in z = 0 gleich groB sein: 


(Tx vy =b= (T, ae 10° 
Mit (5/3) und (7/3) folgt hieraus 


2 : 
(=> -«4)- ((A, + By) Sin «b + B, x bof «ob + (C, + D,) Cof «b + 
+ D,«b Sina b] + (C, + D,) = 0. (9/7) 
IV. SchlieBlich miissen die beiden Scheiben lings ihres gemeinsamen Randes 


gleiche Dehnungen ¢, aufweisen. Im Hinblick auf (10) und (11) kann diese Ubergangs- 
bedingung auch in der Form 


(Ox)y =b = (Gz) = 0 


geschrieben werden. Mit Beniitzung von (5/1) und (7/1) folgt hieraus 


3+ as 
(re x b| + [(A, +2 B,) Gof ab + By ab Sinawb + (C, +2D,) Sin «ob + 
+ D, « bo} « b] — (A, + 2 B,) = 0. (9/8) 
4. Die Ermittlung der Parameterfunktionen 
aus den acht Rand- und Ubergangsbedingungen (9/1) bis (9/8). 


_ Gunichst erhaélt man durch Addition bzw. Subtraktion der Gl. (9/1) und (9/5) die 
Beziehungen 


ae : 
Gee: x b) + (A, Gof «b + B, wb Sin wb) = 0, (12/1) 
C, Sin «ab + D, «b Gof «xb = 0 (12/2) 
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und durch Ausfithrung derselben Operationen an (9/2) und (9/7) die Gleichungen 
(C, + D,) Gof «6 + Dy «b Sin xb — 4 (Cy + D;) = 0, (12/8) 


2 
7-7 xb) — [(4, + B,) Sin ab + B, wb Cof wb] +4 (Cy + Dy) = 0. (12/4) 
Unter Beachtung von (9/6) wird aus (9/5) und (9/8) die Bedingung 


1 + (B, Gof « b + D, Sin « b) — B, = 0 (12/5) 
gewonnen, wahrend die beiden Gl. (9/3) und (9/4) nunmehr lauten 
B,acSinac + CO, Sinac + D, ac Cof ac = 0, (12/6) 


B, (Sin ac + «cof wc) + (C, + D,) Gof xc + DzxcSinae=0. (12/7) 

Mit Hilfe dieser Gleichungen werden die Funktionen A,, B,, C,, D, und C,, D, 
durch B, ausgedriickt: 

2 xc 2 Sin? ac 


Ge Si tno ee B,, Dee hea ane 


Bas 


A, =— 


206 Gin xb l1—u il \ 2 
Casak (eas (es — ab) (Se + Ctg «d) + (— — xb) — 
Gin? «ce — a*ct 
~ Gin2ac—2ac 


By, 


2 Cof ab 1—n os 2 Gin® «e— a%c8 ¢ (13) 
)) Ree ( (4- 2 
L Gin2ab+2ab6 \\l+u xb) Tyab + l+u ob Sin 2ae—2ac~?|’ 
he 2 « b Gof ab Sin? « ¢ — a*c? B 
1” Gin2«b—2ab Gin2ac—2ac” ” 
ie 2Gimab Gin ac— atc? B 
a Gin 2ab—2ab Gin2ac—2ac  * 


Aus (12/5) ergibt sich schlieBlich mit (13) 
Ginrtac—oatc®? CGindab—4ab |= 
Gin 2ac—2ac Gin? 2ab—(2ab)? |] — | 


=1+ Sapeb er pab (tee — «4)Sin xb + (~~ — xb) Gof a4]. | 


Bl 4 


5. Die Spannungskomponenten des Scheibenwerkes. 


Nach Einsetzen der Parameterfunktionen aus (13) und (14) in die Gl. (5) und (7) 
ko6nnen die Spannungskomponenten der beiden Scheibenstreifen fiir den Einzellast- 
angriff P berechnet werden. Hierbei erweist es sich als zweckmafBig, auch die Span- 
nungskomponenten zunichst mit Hilfe von (13) durch die Parameterfunktion B, 
allein auszudriicken. Aus den Gl. (5) fiir die Spannungskomponenten im angeschlossenen 
Winkelschenkel erhalt man dann mit Beniitzung von (13) und (3), bei gleichzeitiger 
Auswertung der jeweils ersten, von der Funktion F’ herriihrenden Integrale! die Aus- 
driicke: 

1+ 38+ G 224° 
C= Ens Gwar ee ar oi) + 


« 1 1—wu F 
+2\ lenge eas a — xb) (Sin ab — ob Gof ab) + 
0 


+ (pag — #6) (2 Gof wb — wb Sin wb) — 


m2 — x2 2 
— (26of 2b — 0b Gin a 6) SR — FS BI Gof wy + 


18* 
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ee ee eer xb) ab + (qa — ab) — 


Gin? « c— a? c? ; 
~ Gin2ac—2a«c B,| x y Sin x y + 
abCof«b—2Ginab Ginr?ac— a®c? 8 

a Gin 2a6—2a6 Sin 2Qucu2ac peomay 


Gin « b Sim? « c— in" e7 Cadrpee 
Gin 2ab—2Qab Seer a 5 Bary Oo my} e sina «da, (15/1) 
1+pu (4 x 22.42 
aid re Aa Neen ee+ y? (a? + y?)2 “-F 
co 
etl ab Ginab (Ges. Pee ( 2 )— 
Hel eee ae Tae ae + Gtg ob) + =a — ab 
0 
Gin? «c— a? c? Gof a b 1—p 
~ Gin2ac—2aec B,|Goj « y Gin2«b +2«a«b (te xb) Tq xb + 
2 Sin? «c— x? c? : 
mea? x8) Sin 2ac—2Qac B,| oy Sin x y — 
x b Gof ab Gin? « c— a? c? : 
Gin 2ab—2ab Gin2ac—2ac B,Smnay + 
Sin «b Gin? « ¢ — a? c? ere 
+ Grlab— 08h Gn dae oae By x y Gof aybe sin wadal, (15/2) 


1 Le Pape oY 2u?y 
Von hn 6 P\(+75 a + y2 = 7) i 


(pe — 5) a DGof xb + (75 — — 0b) (xb Sin vb — Cof ab) — 


ie 1 
+2\{\snacpraet 
0 


Sin? « ¢c — a? c2 


— (xb Gin. ab — Cof 0b) SP — SB] Sin ay — 


A Cof «b \Z 
Gin20b+2ab6 


is Tw we = 
TaEW — «6)Bqab + (qT — «6] 
SGinab—abCojab Gin? ac—a?c? 


Gin? « c— a2? c? 
 Gin2ac—2ac By] xy Gof ay + “Gin2ab—2ab Gin2ac—2ac Boj « y + 


Sin « b Sin? « e— «2c? 23 , 
Sea hoa ah Oe pee ey B, xy Ginx ybe-*" cos xadat, (15/3) 


und aus den Gl. (7) fiir den abstehenden Winkelschenkel entstehen die folgenden 
Beziehungen: 


co 
ALG | Cue kA 2 Sin? ac— arc? _, 
Cu = ans ONE ga q Sin wz Gn Deel Saw ees 
Gin? ac : 
Gm 2acmdac +% Sof «2|B,e-*? sin « ede, (16/1) 
1 co 
+u Mee i oc? : 
ae 220 ad 2 Sin «2 + Sin 2ac—2ac Sin «2 — 
0 
Sin? «oc ; 
ay eS x2 Gof « 2] Bye~*?sin vada, (16/2) 
Co 
l+uyu 5 ; az Gin? « ¢ — a®c? 
toys  P | Sin az +——- — ye 
me 2n6° \[2 Ty OOo 2 eet ae Oe 


0 
Sin? ac 
Gin 2ac—22ac 


Die Bedeutung von B, ist durch Gl. (14) gegeben. 


az Sin a B, e—** cos « ada. (16/3) 
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6. Sonderfall : Gleichschenkeliger Winkel (c = 2). 
Im folgenden werden die HilfsgréBen 


fe, v=%, (17/1) 
sowie eine neue Integrationsvariable 
b==70 0) — > (17/2) 
eingefithrt. Es ist somit 
ae=218, ay=2in, dade, (17/3) 


Weiters werden die Beziehungen nicht fiir die Spannungen selbst, sondern fiir ihre 
Verhiltniswerte zu der gedachten, einer zentrischen Axialkraft entsprechenden Mittel- 
spannung 
Vise 
Gy = "a5 5 (18) 
angeschrieben. Fiir den angeschlossenen Winkelschenkel erhalt man aus (15) 
ere er ey Shee he: Rey 
aaa sk freee B+ (e+ pp 
co 
4 20 + #) {(4q=4 Sint—tCoft 
= tha +H 


2. ( 2 i 2Cojf t—t Sint 
Gin 2t+ 2¢ l+u Gin 2¢+ 2¢ 
Gin 2t— 2t 


; = ae Sint 
— 2Goft — int) Sirae— ae Bel Ool 269 + ((TF5 —4) euarem + 


2 Cof ¢ , 
Tax —') eae ~5 — of t Sig — ay Bal 2m Sin 2ty + 
Sin 2t + 2t 


Sin 2t + 2 
+ (¢€of t — 2 Sin #) Gig Bi ag Peet 2ty = 


Sin 4¢ — 
Sin 2t + 2t ‘ 
Sinde—4y Ba2ty Gof 2ty} e-tsin 2té dt, (19/1) 


Gin 2¢— 2t 
+( 


— Sint 
Cy l+yp (iz fo ~ Reps Ya: 2(1 + p) i{(4e4 ) See t Ools 
Oo 2n \ltup f+ (2473?) 7 l+u Gin 2t + 2¢ 


-+- 
2 t Sint . , Sin2t—2t | ie 
+ (G45 —') ees t Sint Sira¢— az Bo] Sol 207 


l—p i Sint +( 2 =¥ Coj ¢ ters 
—(5=5- Gin 2¢+ 2¢ l+yu Gin 2t + 2t 


iat — in Qt 42% 
ul ry Ba] 2 ty Sin 2ty — + Gof tS 25 


Sica a in 2 
~ Go}? Sin daa 7d ue i 


Gin 4 ¢ — 
F Gin 2¢+ 2¢ res 
+ Sint ee By 2t Gof 2t nh e tsin 2¢& dt, (19/2) 
Tey  1tpu(l—z n 2&7 
ip ean Byatt @ +p) 


om 22 
2(1+n) l—u f t€oj ¢ +( 2 — 1) 
HF Ea Maes —!) sear Lite yi Gin 2¢+ 2¢ 
| Sint 
l+yp/ Gin2¢-+ 2¢ 
Sind bmg Bal 24m Cof Qty + 


it 2¢— 2t s 
—(t Sint — Colt) Srae— 4; Bal Sin 2t = ( 


2 Cojz 
aa?) Gin 2t¢-+ 2t — Cofé Gin4t—4t 
Gin 2t + 2t 


4% (Sint a to} ¢) Merde B, Gof 2t7 — 


+ Sint eg, gy Ba2ty Sin 2tm\ e-! cos 2¢6 de, (19/3) 


+( 
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und fiir den abstehenden Winkelschenkel, aus (16) 


co , 
Go 2(1 +4) ( 2 Sin? 2t — (2 #)? 1 2 i 
oe mame ee et eae a7 Sin 286 
— Si 2t  24¢ Gof 26¢| Bye tin Bt Edi, (20/1) 
Gin 4¢— 4¢ 2 
¢ (20)? 
“ 21+”) ( my 
Ge a SEEM | [be Sin 286 + Sage ae Om 2ee 
‘4 0 
aa —tsin 2¢ Edt 20/2 
ae 2 Ol 2c Be sin té 5 ( /2) 
@ b C a 
2-0 2+ Q65C 27906 L24ISC [=400 
-G760 -O239 4249 O250 
Ni 
Xv 
S 
8 
sg 
& 
8 
8 
R 
< 
x 
S 


Sop 2(1 soya aes Gin? 2¢ — (2¢)? 
Sen = SUE | Gin 246 +40 Gof 266 — “SS Gof 20g — 
0 
1142 
— Sea ay 206 Sin 2e¢| B,e-* cos 2¢ dt. (20/3) 
Die Parameterfunktion B, lautet nunmehr gemif (14) 
cael Gof t l—w a 2 ; 
Br=o +t Smee +20 (ieee i) Sint + (qEq—#) Gof d. 2h) 


Damit sind die Ausdriicke fiir die Spannungskomponenten bzw. fiir die Parameter- 
funktion B, in einer zur numerischen Auswertung geeigneten Form dargestellt. (Fiir 
groBe Werte von / erwies es sich hierbei als zweckmiiBig, alle Glieder der Integranden 
in den Gl. (20) auf den gemeinsamen Nenner Gin 4¢ — 4¢ zu bringen.) 

In Abb. 2a—c sind die Spannungsverhiltnisse o,/0), berechnet aus den Gl. (19/1) 


und (20/1) fiir die Querschnitte x = 0°65 c und 1°95c, im abstehenden Schenkel auch 
noch fiir x = 1'30c, dargestellt. 


Grenzwert fir « — co, Beim Grenziibergang 7 — oo verschwindet in den Gl. (19) 
jeweils der erste, von F” herriihrende Ausdruck. Die verbleibenden Integrale sowie jene 
der Gl. (20) haben die allgemeine Form 


co 


| f(t) sin =“ 


- af ) we 
— dt bzw. \f0 cos . ” dt, (22) 
0 0 
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wofiir mit 
2tax 
=i 
Cc 
auch 
co co 
Cc y a y ; » 4 
ae tS] sinwdu baw. a5 | Hse cos u du (23) 
0 0 
geschrieben werden kann. Wenn die Funktion / (5*) =f (t) im gesamten Integrations- 
gebiet regular ist, liefern die Ausdriicke (23) und somit auch die Integrale (22) fiir 
Co 
RSE O25 
- ae a r 
an! 
lp hee sconce, 


125 O 
Abb. 3. 


x —> co den Grenzwert 0; dies trifft fiir die Gl. (19/2), (19/3), (20/2) und (20/3) zu. 
Aus diesen Beziehungen folgt daher fiir den angeschlossenen Schenkel 

hm:45 ==0;, «0 lim 75: = 0 
und fiir den abstehenden Schenkel 

lime 0) ieee 5, =. 0. 
Die Funktionen / (#) in den Gl. (19/1) und (20/1) hingegen besitzen in ¢ = 0 je einen 
Pol erster Ordnung und es gilt dort die Reihenentwicklung 


Polat 4+ 6,t 4 G.h a oe. = Oe RY (24) 


wobei £& (¢) wieder eine regulire Funktion ist. Das erste Integral (22) erhalt nun die 
Form 


co co 


\ # (t)sin ate de | +-sin w du + | R(t) sin 


0 0 0 


2 


cm dt. (25) 


Cc 


Beim Grenziibergang x —> co behialt auf der rechten Seite nur der erste Summand 
einen von 0 verschiedenen Wert. Es ist daher 


: - Oe ras 
lim \ f (0) sin — FEY Mer Re aeee Gi ei Oe (26) 
hace 0 
Fiir o,/o¢, im angeschlossenen Schenkel ist gemaB (19/1) 
a= (1-67), tm = 5 (7-67), (27) 
und im abstehenden Schenkel ist gemaB (20/1) 
‘. 1 . 
fig 2S 8 e); lim $2 = | (2 — 84). (28) 


w%—> Co 


In Abb. 2d sind diese Spannungen abgetragen. Sie sind identisch mit den nach der 
Theorie erster Ordnung auf elementarem Wege berechneten Spannungen eines ex- 
zentrisch mit der Kraft P/2 gezogenen Winkelstahles (Abb. 3). Der Angriffspunkt 
der Kraft liegt hierbei (gleichschenkeliger Winkel) auf einer Traégheitshauptachse des 
Querschnittes. 
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Mit den erhaltenen Ergebnissen konnen nun die Spannungen in dem nach Abb. 1b 
angeschlossenen, gleichschenkeligen Winkelstab berechnet werden. Im folgenden 
wird die Ermittlung der Spannungen o, wiedergegeben. 


7. Ansehlu8 nach Abbildung 1 b. 


Zunachst werden die Restspannungen Ao, des Endquerschnittes x = — v bestimmt, 
um zu sehen, wie weit der Randbedingung o, = 0 bereits entsprochen wird. 

Es sei v — 0°65¢. Die in Punkt I angreifende Zugkraft ergibt die gleichen Span- 
nungen o, wie fiir «= + 0°65c (Abb. 2a), nur ist das Vorzeichen entgegengesetzt. 

Die in Punkt II wirkende Gegenkraft P ruft in 
2 = — 0°65 c Spannungen o, hervor, die bereits 
mit jenen fiir = co (Abb. 2d) tibereinstimmen. 
Die Zusammenlegung liefert die in Abb. 4a 
dargestellten Restspannungen 4o,. Wie es sein 
muB, bilden dieselben ein Gleichgewichtssystem. 
Zu ihrer Beseitigung miBten am Endquerschnitt 
die entsprechenden Gegenkrafte angebracht 
werden. Die Erledigung dieses Lastfalles bietet 
keine prinzipiellen Schwierigkeiten, doch ist die 
Ausrechnung der zugehorigen Zusatzspannungen 
verhaltnismaBig umstandlich. Nach dem Prinzip 
von de Saint Vénant werden die Zusatzspannun- 
gen bis zum AnschluBquerschnitt «= 0 hin 
4 schon verhaltnismafig stark abgeklungen sein, 
Abb. 4a—0. weshalb dort bei der Beurteilung der Mitwirkung 
des abstehenden Winkelschenkels von der 

Beritcksichtigung dieser Zusatzspannungen abgesehen wird. 

Im AnschluBquerschnitt « = 0 werden im abstehenden Schenkel von der in I 
angreifenden Kraft P die Spannungen o, = 0 und von der in II wirkenden Gegenkraft 
die Spannungen o, gemiB Abb. 2d hervorgerufen. Fiir die Resultierende dieser Span- ° 
nungen o, erhalt man mit o, aus (18): 


PAGE ; iP 
2c6 7g (0°50 + 0°25)¢ 6 — 0°25¢6 > ie? 


gegentiber dem Anteil P/2, der sich bei gleichmaBiger Verteilung der Kraft P iiber 
den gesamten Winkelquerschnitt ergeben wiirde. 
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8. Anschlu8 nach Abbildung 1 e. 


Die Rechnung wird unter Vernachlissigung der Stabeinspannung sowie unter 
der Annahme durchgefiihrt, daf sich die Zugkraft P auf die beiden Anschlub- 
schweiBungen jedes Stabendes gleichmaBig verteile. Zunichst werden wieder die Rest- 
spannungen Ao, des Endquerschnittes « = — 1:95c ermittelt. Zu diesen liefern die 
in I und IT angreifenden Teilkriifte P/2 die halben Werte der Spannungen nach 
Abb. 2a und 2c, und zwar mit umgekehrten Vorzeichen. Die in III und IV an- 
greifenden Krafte P/2 ergeben zusammen die in Abb. 2d dargestellten Spannungen o,. 
Die Zusammenlegung aller Teilbetriige liefert die in Abb. 4b wiedergegebenen Rest- 
spannungen Aoy,. 

Bei der Beurteilung der Mitwirkung des abstehenden Schenkels ist der Quer- 
schnitt # —> 0 zu berticksichtigen, weil durch diesen noch die volle Kraft P hindurch- 
geleitet wird. Die in I angreifende Kraft P/2 ruft im abstehenden Schenkel Span- 
nungen o, hervor, die halb so groB sind wie die in Abb, 2b dargestellten. Die in II 
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wirkende Kraft P/2 liefert wieder o,, = 0 und die in III und IV angreifenden Gegen- 
krafte P/2 ergeben zusammen Spannungen gemiB Abb. 2d (Resultierende P/16). 
Die Gesamtkraft die im Querschnitt « = 0 durch den abstehenden Schenkel hindurch- 
geleitet wird, besitzt demnach die GréBe: 
J gk) ah 
Sea by (0°495 + 0-239) ¢ bd — 0°239 ¢ 6] + a Beis 28 


gegeniiber dem Kraftanteil P/2 bei gleichmaBiger Spannungsverteilung. Dieses 
Ergebnis stellt jedoch nur eine untere Grenze fiir den Kraftanteil des abstehenden 
Schenkels dar, giltig fiir den Fall, da8 die Stabeinspannung nicht zur Geltung 
kommt. In Wirklichkeit ist immer eine mehr oder minder wirksame elastische 
Kinspannung vorhanden, durch welche die Verteilung der Spannungen o, im be- 
trachteten Querschnitt wesentlich verbessert wird 


9. SchluBbemerkungen. 


In gleicher Weise kann auch fiir ungleichschenkelige Winkelstabe der Kraft- 
anteil des abstehenden Schenkels im mafgebenden Querschnitt ermittelt werden. Eine 
Abschatzung ist auf Grund der fiir den gleichschenkeligen Winkel erhaltenen Zwischen- 
ergebnisse in folgender Weise méglich: es werden auf elementarem Wege, nach der 
Theorie erster Ordnung, die Normalspannungen o, fiir exzentrischen Zug bzw. Druck 
ermittelt, die unter der halben Normalkraft entstehen. Die Resultierende der auf den 
abstehenden Schenkel entfallenden Spannungen ergibt bereits den Kraftanteil dieses 
Schenkels im Falle des Anschlusses mit nur je einer PunktschweiBung. Bei zwei 
PunktschweiBungen erhdht sich dieser Kraftanteil um mindestens 50°%%. 

Auch bei genieteten Anschliissen ist mit einer ahnlich geringen Mitwirkung des 
abstehenden Winkelschenkels zu rechnen, wenn nur je ein AnschuS8niet vorgesehen 
wird. Bei Nietverbindungen, deren Reibungsschlu8 noch nicht tiberwunden ist, 
bestehen anniahernd gleichartige Verhialtnisse wie bei PunktschweiBungen, da die 
Querschnittsverschwaichung zufolge des Nietloches nicht voll zur Geltung kommt. 

(Eingegangen am 29. Januar 1952.) 


Perspektiver Schnellrif. 
Von R. Bereis, Wien. 
Mit 6 Textabbildungen. 


Zusammenfassung: Durch Verallgemeinerung des Eckhartschen Hinschneideverfahrens kénnen 
unter gewissen Voraussetzungen im allgemeinen nur kollinear verzerrte Zentralrisse gewonnen 
werden. Vorliegende Arbeit zeigt einen Weg zur Herstellung eines direkten Zentralrisses als 
Schnellri8 durch affine Umformung der Ausgangsrisse. 

Summary: Generalising the Eckhart method for rapid tracing of axonometric pictures yields, 
under certain conditions, central projections, but there will be, in general, collinear deformations. 
The paper gives a quick and direct method of obtaining a non-deformed central projection, using 
affine transformations of the initial. projections. 

Résumé: La généralisation de la méthode d’Eckhart pour le tracé rapide des images axono- 
métriques permet, dans certaines conditions, d’obtenir des projections centrales, mais celles-ci 
seront, en général, déformées de fagon collinéaire. L’auteur démontre la possibilité d’obtenir, 
grace & un procédé directe et rapide, une projection centrale non déformée en passant par une 
transformation affine des projections données. 


Einleitung. 
L. Eckhart! leitete aus der Lehre der affinen Abbildungen ein einfaches 
zeichnerisches Verfahren zur Herstellung von schiefaxonometrischen Bildern (Schriag- 
~ 1, Eckhart: Affine Abbildung und Axonometrie, §8.-B. Akad. Wiss. Wien 146, 51—56 (1937). 
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rissen) ab, das vor allem fiir die technische Praxis von grofem Vorteil und in seiner 
Handhabung auBerordentlich einfach ist. Die Konstruktionsvorschrift lautet: Man 
lege zwei affine Bilder eines Objektes K beliebig in die Zeichenebene, projiziere beide 
Bilder aus je einem Fernpunkt und schneide zugehdrige Projektionsstrahlen (das 
sind Projektionsstrahlen durch die Bilder des gleichen Raumpunktes). Die Schnitt- 
punkte liefern ein neues affines Bild von K. E. J. Nystrém? betrachtete insbesondere 
die praktischen Anwendungsméglichkeiten des Eckhartschen Verfahrens, gab Be- 
dingungen dafiir-an, daB dasselbe einen Normalri8 von K liefert, und erlauterte die 
Umkehr des Einschneidens, das ,,Ausrichten™. 


Fr. Fabricius-Bjerre® leitete durch projektive Verallgemeinerung des ,,Hin- 
schneideverfahrens* (Schnellri8verfahrens) aus zwei linearen Bildern eines 
Objektes K in gewissen Fallen ein weiteres lineares Bild ab. Vorliegende Arbeit unter- 
sucht vor allem die Frage nach der Herstellung eines Zentralrisses im Schnell- 
riBverfahren. 

Als Reprasentant des dargestellten Objektes wird grundsatzlich ein Wiirfel ge- 
wihlt, wodurch die Abbildung eines raéumlichen Normalkoordinatensystems (der 
Ursprung sei die Wiirfelecke A, die x, y, z-Achsen sollen in dieser Reihenfolge die 
Wiirfelecken B, D, E tragen) bestimmt ist. 


1. Lineare Abbildung. 


Eine Abbildung der Punkte des R, auf geordnete Punktepaare (P’ P’’) einer Bild- 
ebene a mit der Kigenschaft, daB einer geraden Punktreihe im Raum zwei gerade, 
projektive Punktreihen in z entsprechen, nennt man bekanntlich linear. Ihr 
analytischer Ausdruck lautet, bei Zugrundelegung homogener kartesischer Koordinaten 


8 
f / / PF vr vr 
fiat =2 Oy Mee A hye eg ae | 


4=0 
Ag! = 2b) 2, A et = eee YT (1) 
Ale ae ae PA op es, Ae en <— Da Ge Bes 


Kin Bildpunktepaar (P’ P”) ist aber nicht willkiirlich wahlbar, sondern unter- 
liegt, wie unschwer aus den Abbildungsgleichungen (1) durch Elimination der beiden 
Parameter 4’, 4’ und der vier Koordinaten w; abgeleitet werden kann‘, der Ein- 
schrinkung, da die Bildpunkte P’, P’” eines Raumpunktes P auf entsprechenden 
Strahlen (Ordnungsstrahlen) zweier projektiver Strahlbiischel (Ordnungs- 
biischel) mit den Scheiteln O,’,0,"" (Ordnungspunkte) liegen miissen®. 


2. Verallgemeinerung des Schnellri8verfahrens. 


Liegen in der Bildebene x zwei Hinschneidezentren Z,, Z, vor, und ist (P’ P’”’) 
das Bildpunktepaar eines Punktes P zufolge einer linearen Abbildung des R, auf z 
so soll der Schnittpunkt der Einschneidestrahlen (Z, P’), (Z,P") als Schnell- 
riB P* des Raumpunktes P definiert werden. 


2 E. J. Nystrém: Zur praktischen Axonometrie. Soc. Sci. Fenni 
Gs AeaRcaeenee TS : Sci. Fennica. Comment. phys.-math. 
’ Fr. Fabricius-Bjerre: Uber lineare und quadratische Abbild 
eine Ebene. Dansk Mat. Fys. Medd. 22, Nr. 5, 1—40 (1945). ES ee 
lize Eekhart: Konstruktive Abbildungsverfahren, 8.9. Wien. 1926. 
5 Vel. die Ausdriicke, wie Kernstrahlenbiischel, Kernpunkte und Kernstrahlen, nach G. Hauck 
Neue Konstruktionen der Perspektive und Photographie. J. Math. 95 (1883). 
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Kin aus zwei linearen Bildern eines Objektes K® abgeleiteter Schnellri® K* ist 
im allgemeinen ein quadratisches Bild von K’. Im folgenden sollen solche 
Lagen zweier linearer Bilder eines Objektes K betrachtet werden, die einen linearen 
Schnellri8 erméglichen, wobei das Hauptaugenmerk stets darauf gerichtet sein 
wird, das Zeichenverfahren derart abzuindern, da sich ein Zentralri8 von K ohne 
kollineare Verzerrung ergibt. Diese Korrektur wird nicht durch eine Entzerrung 
des Schnellrisses vorgenommen, sondern durch eine einfache affine Transformation 
der Ausgangsrisse (Affinrisse) bewirkt werden. 


3. Perspektive Ordnungsbiischel. 


Wahlt man bei perspektiver Lage der Ordnungsbiischel zweier linearer Bilder K’, K’’ 
die Einschneidezentren Z,,Z, auf der Hauptachse (= O,',0,'’), so sind die beiden 
Kinschneidebiischel, die zwei entsprechende gerade Punktreihen g’,g’’ (das 
heiBt Bilder derselben Geraden g) projizieren, stets perspektiv, da die Hauptachse 
immer ein selbstentsprechender Strahl der beiden Biischel ist. Ihr Erzeugnis ist 
somit wieder eine gerade Punktreihe g*°. Dies gibt 


Satz 1: Wdahlt man bei perspektiver Lage der Ordnungsbischel zweier linearer 
Bilder K’, K"’ eines Objekies K die beiden Hinschneidezentren Z,,Z, auf der Hauwpt- 
achse (O,'0,''), so liefert das SchnellriBverfahren wieder ein lineares Bild K* von K. 


Zwischen den drei Bildern K’, K’’, K* besteht jene besondere orientiert-projektiv- 
trilineare Verwandtschaft, bei der das Hauptachsendreieck in die dreifach zu zihlende 
Gerade (O,'0,’’) degeneriert. 


Sonderfall: Stellen K’, K”’ affine Bilder von K dar, so sind die beiden Ordnungs- 
punkte O,',0,'° Fernpunkte und die beiden Ordnungsbiischel liegen perspektiv, da 
die Ferngerade ein selbstentsprechender Strahl der beiden Biischel ist. Die beiden 
Einschneidezentren Z,,Z, sind demnach ebenfalls als Fernpunkte zu wahlen; das 
SchnellriBverfahren wird zum Eckhartschen Hinschneideverfahren. 


4, Konzentrische Ordnungsbiischel. 


Liegen die Ordnungsbiischel zweier linearer Bilder K’, K’’ ohne identische Zu- 
ordnung konzentrisch (O,’ = O,'’), so existieren zwei Doppelstrahlen e,/, die reell 
getrennt, zusammenfallend oder konjugiert komplex sein kénnen. Wahlt man zwei 
reelle Punkte eines (reellen) Doppelstrahles als Einschneidezentren, so entsteht als 
SchnellriB K* wieder ein lineares Bild von K, da die zu zwei entsprechenden geraden 
Punktreihen g’,g’’ gehérigen Einschneidebiischel perspektiv sind, ist doch immer 
der Doppelstrahl, der die Einschneidezentren tragt, ein selbstentsprechender Strahl 
der beiden Biischel. Somit gilt 


Satz 2: Wdhlt man bei konzentrischer Lage der Ordnungsbischel zweier linearer 
Bilder K', K” eines Objektes K die beiden Einschneidezentren Z,,Z, auf einem der 
beiden Doppelstrahlen e, f, so ist der SchnellriB K* ein lineares Bild von K. 


Sonderfall: Legt man Auf- und KreuzriB eines Objektes K in verschiedenen Mab- 
stiiben gezeichnet derart in die Bildebene 2, da® ihre Ordnerrichtungen tiberein- 
stimmen, so bestehen in diesem beachtenswerten Sonderfall die Ordnungsbiischel 


6 Man erhalt ein lineares Bild eines Objektes K durch kollineare Umformung eines Zentral- 
bildes Ke. Zwei lineare Bilder, aus denen ein SchnellriB abgeleitet werden soll, miissen stets 
voneinander unabhingig sein, das heifSt diirfen durch keine Kollineation ineinander tberfthr- 
bar sein. 

7 Fr. Fabricius-Bjerre: A.a.O. und H. Kéberl: Das Zentraleinschneideverfahren der 
Darstellenden Geometrie. Diss. Wien 1950. 
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aus gleich- oder ungleichlaufenden Parallelstrahlbiischeln derselben Richtung, deren 
Doppelelemente die Ferngerade und jener eigentliche Ordner e sind, der das Ahnlich- 
keitszentrum zweier paralleler, homologer Strecken trigt. Somit besteht hier auBer 
der Méglichkeit des Eckhartschen Einschneideverfahrens (zur Gewinnung eines 
affinen Bildes von K) auch noch die Mdglichkeit, einen linearen SchnellriB durch 
Annahme der Einschneidezentren auf dem eigentlichen Doppelstrahl e zu gewinnen. 
Abb. 1 zeigt einen Schnellri® K*, aus mafstablich verschiedenem Auf- und Kreuzri8 
eines Wiirfels gewonnen. Mit Riicksicht auf eine spatere affine Abanderung werden 
die Punkte Z,F,G,H mit Querstrichen bezeichnet. Der Doppelstrahl e tragt das 
Ahnlichkeitszentrum der beiden Bilder der Wiirfelkante AH und steht zu ihnen 
normal. K* kann als Zentralri8 eines aufrechten (Zeichenebene z als lotrecht gedacht) 
quadratischen Quaders aufgefaft werden, dessen Diagonale AC zur Bildebene z normal 
steht, denn die zum Horizont h (= Z,Z, = e) normale Lage der Strecken A* H* usw. 
folgt aus dem Schnellri8verfahren ebenso selbstverstandlich, wie die Tatsache, daB 
das Bild der Basisdiagonale DB zu h parallel liegt. Dann schneidet aber die 


Abb. 1. 


Gerade A*O* den Horizont im Halbierungspunkt der Strecke Z,Z,, also im Haupt- 
fluchtpunkt Hy. Aus Ahnlichkeitsgriinden ist D* B*F*H*, das Bild des Diagonal- 
schnittes DBF AH, ein Quadrat. 

Damit der Schnellri8 einen direkten ZentralriB wiedergebe, geniigt es, das Ver- 
fahren derart abzudindern, da das Viereck D* B’F*H*® einem Wiirfeldiagonal- 
schnitt éhnlich wird. Dies bewirkt die Mastabiinderung //2:1 aller lotrechten 
Strecken im Auf- und KreuzriB. Es ist daher in diesen beiden Rissen das Verhaltnis 
der Kinheitsstrecken in den drei Achsenrichtungen e,:¢,:e, = 1:1: a zu wihlen. 

2 


Der aus diesen Affinrissen abgeleitete Schnellri8 stellt einen direkten ZentralriB 
des Objektes K dar. 


Die Grundspur g kann sodann parallel zum Horizont h derart angenommen werden, 
daB das Raumbild zum gegebenen Objekt kongruent wird. 
5. Identische Ordnungsbiischel. 


. Bei identischen Ordnungsbiischeln zweier linearer Bilder K’, K’’ ist es naheliegend 
die beiden Kinschneidezentren Z,,4, auf demselben Ordnungsstrahl zu wahlen ae 
auf diese Weise die Kinschneidebiischel zweier entsprechender geraden Punktreihen q' g”’ 


Perspektiver Schnellrif. 269 


sich stets in perspektiver Lage befinden miissen, ist doch der gewahlte Ordnungsstrahl 
immer selbstentsprechend. Mithin gilt 


Satz 3: Haben zwei lineare Bilder K', K’’ identische Ordnungsbischel, so liefert 
das Schnellribverfahren bei Wahl der Einschneidezentren Z,, Z, auf einem Ordnungsstrahl 
wieder ein lineares Bild von K. 


Sonderfall: Der Techniker steht haiufig vor der Aufgabe, aus Auf- und Kreuzri® 
eines Objektes K eine perspektive Darstellung desselben abzuleiten. Dieses perspektive 


zs 


al ah Fe Zz 


= oe 


Bild kann als Schnellri8 konstruiert werden, wenn man die Einschneidezentren Z,, Z, 
auf einem Ordner annimmt. Z,,Z, sind dann die Fluchtpunkte der perspektiven 
Darstellung, die allerdings nicht K selbst, sondern einen zu K in der z-Richtung 


Abb. 3. 


perspektiv affinen Kérper wiedergibt. Dies lift sich wieder durch Verdanderung 
1 ane 
der AchsenmaBSstibe (e.: Of ee Eel i) korrigieren (Abb. 2). 

Besonderen praktischen Wert gewinnt das eben beschriebene Konstruktionsprinzip 
dadurch, daB eine weitere passende Anderung der Einheitsstrecken e,, e,, ¢, in Auf- 
und Kreuzri8 beliebige Drehungen des Raumbildes um die z-Achse bei perspektiv 
richtigen Bildern hervorruft. 

Um dies zu zeigen, bendtigen wir einen Hilfssatz: Projiziert man das Bild A° B° 
einer horizontalen Strecke aus dem Fluchtpunkt der zu ihr normalen Richtung auf 
die Grundspur g, so erhalt man eine Strecke A, B,, die aus der wahren Linge A,B, 
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(durch Projektion aus dem zugehérigen Teilungspunkt 7’; konstruierbar) mittels 

Division durch cos y hervorgeht, wobei y den Neigungswinkel von AB gegen die 

Bildebene z bedeutet. Figs 
Diesen Hilfssatz kann man direkt aus Abb. 3 ablesen, folgt doch aus Ahnlichkeits- 


erinden 


1 
A,B: Ap Bo = 222s: 52s A = Oe = LciCO8. Qa 


sin p 
Hat man demnach aus Auf- und KreuzriB eines Objektes K in Mongescher Lage 
(identische Ordnungsbiischel) einen direkten ZentralriB im SchnellriBverfahren 
(perspektiver Schnellri8) herzustellen, und sollen alle zur Wiirfelkante AB 
parallelen Strecken (= 2-Achsen parallele Strecken, Abb. 4) gegen die Bildebene x 
die Neigung g haben, so verwendet man zum Hinschneiden einen solchen Affin- 


Abb. 4. 
Auf- und Affin-Kreuzri8, die aus dem gewéhnlichen Auf- und Kreuzri8 durch 


die MaBstabmodulation 


il 1 
Ca: Cys Cs = * Cos * gin = (2) 
oder 
1 1 1 
ean Coes Cae (3) 
entstehen. 


Da das bei O° (= Umlegung des Augpunktes) rechtwinklige Dreieck Z,0°Z, 
bei Z,; den Winkel ~ aufweist, lassen sich die erforderlichen Umzeichnungen einfach 
durchfiihren. Man legt vorteilhafterweise die wahre Lange der abzubildenden Strecke 
in die Gerade O° Hy (Abb. 4) und erhalt durch eine h-Parallele auf den beiden Katheten 
die fir Auf- und Kreuzrif transformierten Liingen. 

Umgekehrt ist nach Wahl der Hinschneidezentren auf einem Ordner und nach 
Annahme der Hinheitsstrecken e,,e¢, die innere Orientierung des Bildes festgelegt. 


6. SehnellriBverfahren zweiter Art. 


Alle bisher besprochenen Schnellri8verfahren gingen von zwei reguliren® linearen 
Bildern eines Objektes AK aus. LafBt man hingegen auch singuliare® lineare Bilder 
8 Kine regulare lineare Abbildung des projektiven, dreidimensionalen Raumes erhalt man 
dadurch (s. auch Anm. 6), da man den R, aus einem Auge 0, auf eine Bildebene 2, projiziert 


und 2, kollinear in eine Ebene a transformiert. — Erfolgt hingegen die kollineare Abbildung 
von 7, auf eine Gerade a, so heiBt diese Abbildung des R, auf a singular, 
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zu, so ergeben sich durch Kombination von reguliiren und singularen Abbildungen, 
wie Fr. Fabricius-Bjerre® gezeigt hat, eine Fiille neuer MOglichkeiten fiir einen 
linearen Schnellri®. 

Da vorliegende Arbeit aber besonderen Wert auf einfache Zeichenarbeit legt 
und als Konstruktionsergebnis ein Zentralri8 des betrachteten Objektes angestrebt 
wird, soll hier auf diese erwihnten Méglichkeiten nicht weiter eingegangen, sondern 
nur der sogenannte ,,schiefe Fall‘ (ein Bild regulir, das andere singular), den 
Fr. Fabricius-Bjerre nur kurz gestreift hat, in einem Sonderfall betrachtet werden. 


of*=2, 


SS 


Abb. 5. 


Wir gehen zu diesem Zweck von einem der Altesten Verfahren des perspektiven 
Zeichnens, von der Durchschnittsmethode aus, legen das Auge O (O’ = Z,, 


O” = Z,) und die Bildebene z in Grund- und Aufri8 (K’, K” in Mongescher Lage) 
fest (Abb. 5). Die lotrechte Bildebene z (x’ = a) sei gegen die Zeichenebene unter 


dem Winkel  geneigt, die Distanz sei d. Um das Zentralbild des Punktes A zu er- 


halten, legen wir durch ihn den Sehstrahl [OA] und konstruieren seinen Schnitt- 
punkt A‘ mit z. Dieses Verfahren auf alle itibrigen Punkte von K angewendet, liefert 
zunichst Auf- und GrundriB (K”, K°’) des in a befindlichen Zentralrisses K°. Man 
kann K°’ auch als einen SchnellriB deuten, der durch Einschneiden aus dem singular- 
linearen Bild K° (Kinschneidezentrum = Fernpunkt der lotrechten Ordner) und 
aus K’’ (EKinschneidezentrum = O” = Z,) entstanden ist (schiefer Fall). 

Das Bild K°’’ hat gegeniiber dem direkten Zentralri8 in a in der Richtung des 
Horizontes die affine Verzerrung 1: cos g erfahren. Statt nun K°’, wie bisher iiblich, 
zu entzerren, korrigieren wir die affine Verzeichnung einfacher durch eine im AufrifB 
vorzunehmende z-Mafstabverkiirzung 1:cosy. Der von diesem Affin-AufriB ab- 
geleitete SchnellriB A* stimmt mit jenem Zentralri8 tiberein, der durch Projektion 
des Objektes K aus O bei einer Distanz d = d cos ¢ aut eine zu x parallele Projektions- 
ebene entsteht. Vereinigt man nimlich z mit der Aufrifebene derart, da der Haupt- 


A. a. O. 
10 —. Miller-E. Kruppa: Darstellende Geometrie, 5. Aufl., 8. 318. Wien. 1948. 
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punkt H y samt dem Horizont h sich mit ihren Aufrissen Hp”, h’ decken, so ist der 


zuletzt erhaltene Schnellri® A*, B*, C’, D’,... ein direkter Wiirfelrif aus einem 
Auge O mit dem Hauptpunkt Hy = H,'’, dem Horizont h = h’’ und der Distanz 
d = d cos 9. 


Dieses Schnellri8verfahren mit gebrochenen Einschneidestrahlen soll als 
SchnellriBverfahren zweiter Art gekennzeichnet werden. a=’ heife die 
Einschneideachse. 

Um den Zusammenhang zwischen dem in Abb. 4 beschriebenen Schnellri8verfahren 
(Schnellri& erster Art) und dem SchnellriBverfahren zweiter Art (Abb. 5) auf- 
zuzeigen, suchen wir einen Affin-Kreuzri® K’”’, so daB K* (Abb. 5) aus K” und K’” 
als Schnellri8 erster Art abgeleitet werden kann. Dieser ergiinzende Affin-KreuzriB K’” 

kann unmittelbar aus dem Affin- 

he AufriB K’’ und K® als SchnellriB 

erster Art gewonnen werden, wenn 

man fiir K’’ den Fernpunkt des 

Horizontes h und fiir K* den Flucht- 

punkt der xz-Achse (= Z;) als Ein- 

schneidezentrum wiahlt. Die damit 

aufgezeigte Kombinationsméglich- 

keit der SchnellriBverfahren erster 

und zweiter Art bedeutet fiir eine 

Reihe von Konstruktionsaufgaben 

eine wesentliche Erleichterung, wor- 

auf aber in diesem Rahmen nicht 
niher eingegangen werden soll. 

Die Konfiguration K’, kK", kK’, K* 

laBt, wie Abb. 6 zeigt (das Objekt K 

ist hier nur durch die Strecke PQ 

reprasentiert), noch die Hinzunahme 

eines vierten Risses K!Y zu (K’”, 

K'V in Mongescher Lage mit lot- 

rechten Ordnern), so da das gleiche 

Bild K* aus K’’’ und K'Y als Schnell- 

riB zweiter Art abgeleitet werden 

rye kann. AK'Y muB zu K’”’ und K” 

Abb. 6. dieselbe Lage haben, die in Abb. 5 

K’ gegentiber K’’ bzw. K’’’ hat. 

Demnach ist (Abb. 6) die neue Kinschneideachse 6 eine Parallele zu O°Z,; wir 

wahlen sie durch Z,. Dadurch fallt das neue Einschneidezentrum Z, in den Schnitt- 

punkt der Parallelen zu [Z,Z,] durch Z, mit der Parallelen zu [Z,Z,] durch Z,. Zufolge 

der vollig analogen Konfiguration von (K’ K’’ K'’’) und (K'Y K’”’ K’’) kann man K!Y 

als einen im y-Mafstab gezeichneten GrundriB von K auffassen (K’” wird dabei als 

Aufri8 gedeutet). Fa®t man den Schnittpunkt U der beiden Einschneideachsen a, b 

als erstes und zweites Bild eines Raumpunktes D auf, so ist U = D’ = D'’ = D’'” = 

= DY = D*. D ist daher gemeinsamer Deckpunkt# aller fiinf Bilder K’, K”, 

K'"", K'Y, K* von K. Jeder Punkt 7 von z, dessen Grundri® 7” in der Einschneide a 

liegt (z. B. 7” = P,), hat sein viertes Bild 7'V in der Einschneideachse b. Da ferner 


UT — UT' etg @ ist, fiihrt die Drehstreckung mit dem Zentrum U, dem Dreh- 
winkel > und dem Streckungsverhiltnis 1: ctgm K’ in K™Y iiber. 


_-E. Miiller-E. Kruppa: Die linearen Abbildungen, 8. 135ff. 1923. 
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Aus den vier affinen Rissen K’, K’’, K"’, KY von K kann man in Abb. 6 das 
direkte Zentralbild K* von K auf fiinf verschiedene Arten aus je zweien von ihnen 
mittels des SchnellriBverfahrens erhalten; nur die Paarung K’, KY ist nicht zu ver- 
werten, da sich diese beiden Risse, wie bereits erwihnt, in einer Drehstreckung ent- 
sprechen”. Zwischen den iibrigen Bildpaaren bestehen folgende Beziehungen: 

1. Die Bilder der Paare (K", K'), (K'’, K"), (K'", K™), (K", NP) oe CR ars 
besitzen paarweise identische Ordnungsbiischel, 

2. die Bilder der Paare (K’, K’’’), (K’’, K'Y) stellen affine Risse von K dar, 

3. die Bilder der Paare (K’, K*), (K'Y, K*) bilden paarweise ein allgemeines 
Zweibildersystem (das erste Paar besitzt die Perspektivitiitsachse a und als Ordnungs- 
punkte Z, und den Fernpunkt der lotrechten Ordner, das zweite Paar die 
Perspektivitatsachse 6 und als Ordnungspunkte Z, und den Fernpunkt der lot- 
rechten Ordner). 


(Hingegangen am 19. Februar 1952.) 


Buchbesprechungen. 


Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen. Von L. Collatz. (Mathematik und ihre An- 
wendungen in Physik und Technik. Herausgegeben von EB. Kamke und A. Kratzer. Reihe A: 
Band 19.) Mit 137 Textabb. und 15 Tafeln, XVII, 4668. Leipzig: Akademische Verlags- 
gesellschaft Geest & Portig. K.-G. 1949. DM 29.—, geb. DM 31.—. 


Das Problem der Berechnung von Eigenwerten ist eines der Hauptprobleme der angewandten 
Mathematik, dessen Bedeutung noch im Steigen begriffen ist. Es ist daher erfreulich, daB man 
beim Studium dieser Probleme nicht mehr auf Einzelarbeiten angewiesen ist, sondern eine 
zusammenfassende Darstellung von einem Autor erschienen ist, der ein ausgezeichneter Kenner 
der theoretischen Grundlagen ist und eine groBe Erfahrung in der numerischen Behandlung 
dieser Probleme besitzt, und diese seine Erfahrung auch in vollem MaBe dem Leser zugute kommen 
laBt. In seinem Buch werden vor allem Probleme der technischen Mechanik, Schwingungsprobleme 
und Ausweichprobleme behandelt, die Anwendungen in der modernen Atommechanik werden 
nur gestreift. 

Da das Buch sich in erster Linie an den Ingenieur wendet, hat der Verfasser sicher gut daran 
getan, zunachst einige Beispiele iber Ausweichprobleme und Schwingungsaufgaben zu besprechen 
und eine Erliuterung der mathematischen Hilfsmittel vorauszuschicken, bevor er auf die eigent- 
liche mathematische Theorie eingeht. Vom historischen Standpunkt ware es vielleicht gut 
gewesen, wenn der Verfasser auch auf die Probleme der schwingenden Saite und die Chladnischen 
Klangfiguren hingewiesen hatte, da diese Probleme sicher in vieler Beziehung bei der Ausgestaltung 
der Theorie anregend gewirkt hatten. 

_ Wie der Verfasser in der Einleitung erwéhnt, sind die drei wichtigsten Wege, auf denen man 
die Theorie der Eigenwertprobleme begriinden kann, die folgenden: 

1. Der Weg der Differentialgleichung, 

2. der Weg der Integralgleichung, 

3. der Weg der Variationsrechnung. 

Er selbst beschreitet im 3. Kapitel im Anschlu8 an Kamke den ersten Weg (Minimaleigen- 
schaften, EinschlieBungssatz, Entwicklungssatz), sagt aber in der Einleitung selbst, da die 
Minimaleigenschaften der Eigenwerte auf einem vielleicht fiir manchen Leser noch etwas un- 
gewohnten, aber nicht schwierigeren Wege bewiesen werden. Wenn man auch den Standpunkt 
des Autors als sehr berechtigt anerkennt, so ist anderseits hier doch zu bedenken, daB die formale 
Anwendung der Variationsrechnung und die oben erwahnten akustischen Probleme diese Minimal- 
eigenschaft sofort ahnen laBt. Uberlegungen von heuristischem Wert sollte man, wie der Unter- 
zeichnete glaubt, nicht verschweigen, die Anregung, die von ihnen ausgeht, ist zweifellos immer 
wertvoll und wird das Interesse des Lesers fiir den Gegenstand nur férdern. Es wiirde ja voll- 
kommen geniigen, diesen heuristischen Standpunkt an speziellen Beispielen zu erlautern. 

Dem grundlegenden Kapitel tiber die mathematische Theorie der Eigenwerte folgen zwei 
weitere Kapitel iiber die numerische Behandlung von Eigenwertproblemen. Im 4. Kapitel werden 
die Grundgedanken von H. A. Schwarz und die an sie ankniipfenden Arbeiten besprochen 
und die darauf basierenden graphischen Verfahren. Das 5. Kapitel behandelt die Methode von 


12> Si, Anm-16. 
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Ritz und die damit verwandten Verfahren. Im 6. Kapitel werden die Eigenwertaufgaben bei 
Matrizen behandelt. Es ist sehr zu begriiBen, daB hier der Verfasser mit aller Griindlichkeit die 
notigen algebraischen Grundtatsachen hervorhebt, da dieses Kapitel voraussichtlich durch die 
Anwendung moderner GroBrechenmaschinen sehr an Bedeutung gewinnen wird. Daran schlieBt 
sich naturgemiB ein Kapitel tiber Differenzenverfahren, das sowohl fur gewohnliche, als auch 
fiir partielle Differentialgleichungen erértert wird. Im SchluBkapitel werden weitere Methoden, 
insbesondere die Lord Rayleighsche Stérungsrechnung behandelt. 

Gewi8 verlangt der Autor von seinem Leser ein nicht geringes Ma8&B_ an FleiB und Geduld 
bei der Durcharbeitung des Stoffes, aber er erleichtert ihm die Arbeit und entlohnt ihn fiir seine 
Miihe durch eine iiberaus reiche Auswahl an numerisch vollkommen durchgefiihrten Beispielen. 
Willkommen wird dem Leser auch die tabellarische Zusammenfassung von Rechenbehelfen und 
das Verzeichnis der behandelten Beispiele sein. Sehr erfreulich ist es auch, da der Verfasser 
bestrebt ist, dem Leser die Forscherpersonlichkeiten in dieser Disziplin sozusagen persénlich vor- 
zustellen. Er tut dies, indem er kurze biographische Skizzen einfiigt. Auch finden sich im Buch 
die Bildnisse von Euler, Dirichlet, Cayley, Rayleigh, H. A. Schwarz, Hilbert, Ritz. 

Es unterliegt keinem Zweifel, daB dieses wertvolle Buch einen dankbaren Leserkreis sowohl 
bei Ingenieuren als auch bei Mathematikern finden wird. P. Funk, Wien. 


Kurze Zusammenfassung der Elektrizitiitslehre. Eine Einfiihrung des rationalisierten Giorgischen 
MaBsystems. Von P. Cornelius. Mit 11 Textabb., VIII, 898. Wien: Springer-Verlag. 1951. 
S 48.—, sfr. 10.40, $ 2.40, DM 10.—. 


Das Biichlein will erstens die Diskussion iiber elektrische Einheiten abschlieBen, zweitens 
den Leser auf die schnellste Art mit dem rationalisierten MaBsystem von Giorgi mit absolutem 
Volt und Ampere vertraut machen und drittens befitirworten, daf ,der Unterricht in der 
Elektrizititslehre von der Schule bis hinauf zur Technischen Hochschule auf den in diesem 
Buche angegebenen Gedankengang umgeschaltet wird“. 

Das Vorbild des Verfassers ist Prof. R. W. Pohl mit semer Einfihrung in die Elektrizitats- 
lehre, die von einfachen Versuchen ausgeht, um das Wesentliche deutlich zu machen und ohne 
viel Mathematik auskommt. Auch der Verfasser geht in seinem Buche von drei grundlegenden 
Versuchen aus, die die Leitung, die Kapazitat und die Selbstinduktion betreffen, und in geanderter 
Form die Maxwellschen Gesetze ergeben. Dieser erste Teil ist auf 25 Seiten zusammengedrangt. 
Auf vier Seiten werden die mechanischen Krafte in elektrischen und magnetischen Feldern be- 
handelt und dann bricht der Verfasser wieder eine Lanze fiir das rationalisierte Masystem und 
seine Lehrmethode. Den zweiten Hauptteil des Buches bilden ausgewahlte Kapitel aus der 
Elektrizitétslehre: Der Unterschied zwischen Feldstiirke und Induktion im elektrischen und 
magnetischen Feld; der magnetische Kreis; elektrische und magnetische Polarisation; permanente 
Magnete usw. Am Schlusse werden Vergleichstabellen der Gleichungen verschiedener Maiisysteme 
gebracht und Tabellen zur Umrechnung aus anderen MaSsystemen in das rationalisierte Giorgische 
Ma8system und umgekehrt. 

Das Buch hat zweifellos seinen Reiz. Nur mu8 man mit der Elektrizitatslehre bereits vertraut 
sein, um es mit Vorteil lesen zu kénnen. Eine soleche Zusammenschau eines Wissensgebietes 
auf einem engen Raum nach bestimmten Richtlinien ist immer sehr zu begriiBen und wird vielen 
willkommen sein. Es hatte sich noch Platz sparen lassen, wenn der Verfasser seiner Begeisterung 
fiir seine eigene Lehrmethode nicht so oft Ausdruck verliehen hatte. H. Sequenz, Wien. 


Priifungs- und Ubungsaufgaben aus der Mechanik des Punktes und des starren Korpers. Von 
K. Federhofer. In drei Teilen. I. Teil: Statik. 165 Aufgaben nebst Lésungen. Mit 243 Text- 
abb., V, 1308. 1950. 8S 34.—, sfr. 10.—, $2.30, DM 9.60. — II. Teil: Kinematik und 
Kinetik des Punktes. 113 Aufgaben nebst Lésungen. Mit 105 Textabb., IV, 103 8. 1951. 
S$ 42.—, sfr.10.—, $2.30, DM 9.60. — III. Teil: Kinematik und Kinetik starrer 
Systeme. 149 Aufgaben nebst Lésungen. Mit 191 Textabb., V, 1389S. 1951. 8S 42,— 
sfr. 10.—, $2.30, DM 9.60. Wien: Springer-Verlag. . k 


Die Aufgabensammlung soll — wie der Verfasser im Vorwort betont — die bekannte, heute 
nicht mehr erhaltliche Aufgabensammlung seines Lehrers F. Wittenbauer ersetzen. Die Beispiele 
wurden entsprechend dem heutigen Entwicklungsstande der Theorie und gema® den Erforder- 
nissen der Ingenieurpraxis ausgewahlt und gehen weit iiber den Rahmen der Sammlung Witten- 
bauers hinaus. Die Lésungen sind besonders in schwierigeren Fallen sehr ausfiihrlich erértert. 
Die Aufgaben sind so geordnet, da®B jeweils’ alle wichtigen Prinzipien Anwendung finden. Eine 
Haufung gleichartiger Aufgaben ist vermieden; jedes einzelne Beispiel behandelt einen speziellen 
Fall. Das Buch bringt vor allem Aufgaben, die der praktisch tatige Ingenieur haufig zu lésen 
hat; es enthalt aber auch Beispiele, die den Theoretiker interessieren. Am Beginn der einzelnen 
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Kapitel findet man meist eine Zusammenstellung der zur Anwendung gelangenden Losungs- 
methoden, wodurech dem Werk abschnittsweise die Bedeutung eines Lehrbuches zukommt. 

Die Statik enthalt neben den allgemeinen Aufgaben auch solche, die bereits in das Gebiet 
der Baumechanik gehéren. Bei den Fachwerken werden besonders jene Methoden besprochen, 
die anzuwenden sind, wenn der reziproke Krafteplan nicht unmittelbar entwickelt werden kann. 
Auf die Heranziehung der Methode des unbestimmten Ma&stabes wurde verzichtet. Sehr wertvoll 
sind einige Aufgaben iiber den Ausnahmefall. Beim riiumlichen Kriftesystem wird durchwegs 
vektoriell gerechnet; fiir die graphischen Lésungen zieht der Verfasser das Abbildungsverfahren 
von Mayor und Mises heran, das er ausfiihrlich erliutert. Im Abschnitt ,,Seil- und Ketten- 
linien* finden sich Beispiele aus der Festigkeitslehre, wie die Bestimmung der Form eines durch 
Higengewicht belasteten Gewélbes mit konstanter Normalspannung. Einige Aufgaben befassen 
sich mit der Stabilitaét des Gleichgewichtes. 

Die Kinematik und Kinetik des Punktes enthalt u. a. einen eigenen Abschnitt iiber 
die Wurfbewegung. Dort wird ein originales Verfahren zur Ermittlung des Zusammenhanges 
zwischen Anfangstangente, Kulminationspunkt und Schnitt mit der Grenzparabel gebracht. 
Ein besonderer Abschnitt behandelt die freien und erzwungenen Schwingungen, auch die nicht 
harmonischen, nebst Resonanzerscheinungen. Auch die Runge-Parabel wird hier besprochen. 

Im dritten Band, der Kinematik und Kinetik starrer Systeme, finden wir zahlreiche 
Aufgaben aus dem Maschinenbau. Hervorzuheben sind hier jene Lésungsmethoden, bei welchen 
die Joukowsky-Hebel verwendet werden. Die Vektorrechnung wird herangezogen, soweit es 
zweckmaBig erscheint. Die Variationsprinzipien der Dynamik werden nicht beniitzt. Ein eigener 
Abschnitt befaBt sich mit kleinen Schwingungen, ein anderer mit der Bewegung veridnderlicher 
Massen, die von anderen Autoren meist nur fliichtig oder ttberhaupt nicht behandelt werden. 
Den Abschluf8 bildet der Sto8 und die plétzliche Fixierung. 

Dem Verfasser ist es gelungen, einen vollwertigen und zugleich den neuesten Erkenntnissen 
angepaBten Ersatz fir die Aufgabensammlung Wittenbauers zu schaffen. Sein Werk bietet 
dem Studierenden eine grobe Zahl lehrreicher Anwendungsbeispiele und dem Fachmann wertvolle 
und interessante Anregungen. K. Girkmann, Wien. 


Mechanische Schwingungen. Von J. P. den Hartog. Zweite Auflage. Ubersetzt und bearbeitet 
nach der dritten amerikanischen Auflage von G. Mesmer. Mit 299 Textabb., XVI, 4275S. 
Berlin-G6ttingen-Heidelberg: Springer-Verlag. 1952. Geb. DM 42.—. 


Das Buch, das nach drei amerikanischen Auflagen nunmehr in der zweiten deutschen Auflage 
erscheint, ist so bekannt, da8 es sich eriibrigt, viel dariiber zu sagen. Hs ist ein sehr guter Behelf 
fiir Studierende und Ingenieure in der Praxis, die sich an Hand spezieller Probleme einen Uber- 
blick verschaffen wollen. Allerdings ist der Aufbau des Buches dem amerikanischen Hochschul- 
unterricht angepaBt und entspricht daher nicht ganz dem bei uns ublichen Wunsche nach einer 
vollstandigen strengen theoretischen Grundlegung. Hingegen findet der Leser eine groBe Auswahl 
von Anwendungsbeispielen aus den verschiedensten Gebieten der Technik, die, anschaulich und 
verstandlich dargestellt, trotzdem aber mehr als bloBe Rezepte sind. Natitirlich kommt dadurch 
das gemeinsame Abstrakte etwas zu kurz. So kann das Buch wohl wertvolle Anregungen geben, 
aber es ist fraglich, ob es als eine in unserem Sinne ausreichende Anweisung zu selbstandiger 
Weiterbildung auf dem heute auBerordentlich wichtigen Forschungsgebiete der Schwingungs- 
lehre zu werten ist. F. Magyar, Wien. 


Elektromotoren. Ihre Eigenschaften und ihre Verwendung fiir Antriebe. Von W. Schuisky. 
Mit 384 Textabb., XI, 506 S. Wien: Springer-Verlag. 1951. Geb. S 240.—, sfr. 49.60, 
$ 11.40, DM 48.—. 


Die elektromotorischen Antriebe sind in der Literatur ein stiefmiitterlich behandeltes Gebiet. 
Es wird daher ein Buch, das die Elektromotoren im Zusammenhang mit den Antrieben bespricht, 
sehr’ willkommen sein. 

Der Verfasser hat sich fiir die Abfassung eines solchen Werkes nicht nur durch eine groBe 
Zabl eigener Veréffentlichungen empfohlen, sondern auch durch seine Arbeit in der Industrie. 
So ist ein Buch entstanden, das dem Ingenieur bei der Planung, beim Entwurf und bei der Be- 
urteilung elektromotorischer Antriebe ein guter Ratgeber ist. 

Nach einleitenden Abschnitten iiber die Elektromotoren, ihre Wirkungsweise und Kenn- 
linien wird der Anlauf der Motoren, die Anlaufzeit und Anlaufwarme behandelt; dann folgen die 
Drehzahlregelung, die Gleichlaufschaltungen, das Bremsen, die Erwarmung, Uberlastbarkeit, 
der Wirkungsgrad und Leistungsfaktor und die Kommutierung. Die elektrischen Ausgleichs- 
vorginge beim Ein- und Ausschalten und beim KurzschlieSen von Motoren und das Pendeln 
von Motoren sind nicht vergessen worden. Nun wendet sich das Buch den Antrieben zu und 
bringt Besonderheiten einiger Antriebe, den Schutz von Motoren, Schaltgerate und Leitungen, 
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Schaltpline und Beschreibungen der wichtigsten Antriebe. Ein Literaturverzeichnis mit 
332 Anfiihrungen schlieBt das Buch ab. 

Eine Fiille von Daten und Kurven fiir die praktische Ausfiihrung werden dieses Buch bald 
jedem, der sich mit elektromotorischen Antrieben beschaftigt, unentbehrlich machen. Und es 
ist sicherlich nicht zu viel behauptet, wenn gesagt wird, daB nach einem solchen Werk ein wirk- 
liches Bediirfnis bestand. A. Sequenz, Wien. 


Gewoéhnliche Differentialgleichungen. Durchgerechnete Beispiele. Von H. Watzlawek. VI, 7058. 
Wien: F. Deuticke. 1952. S 36.—. 


In diesem Buch wird nicht die Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen entwickelt. 
Es stellt nur ein durch zahlreiche konkrete Beispiele erginztes Verzeichnis elementarer Lésungs- 
methoden fiir solehe Gleichungen dar. In einem Abschnitt wird auch die Methode des Potenz- 
reihenansatzes erlautert. Den Schlu8 bildet eine sich iiber einige Seiten erstreckende Tabelle wichtiger 
unbestimmter Integrale. Der Autor will mit diesem Buch ein Hilfsmittel zum Einexerzieren 
des reinen Lésungsformalismus und Ubungsmaterial fiir das Studium eines eigentlichen Lehr- 
buches iiber diesen Gegenstand bereitstellen. Dadurch ist der Personenkreis, fiir den das Buch 
gedacht ist, véllig charakterisiert. Er umfa8t unsere Hochschiiler und daneben etwa auch noch 
in der Praxis stehende Techniker. All diesen darf man zu dem angegebenen Zweck nur verlaf- 
liches Material zur Verfiigung stellen. Das ist leider bei dem vorliegenden Buch durchaus nicht 
der Fall. Es sind Mangel zu verzeichnen, die leider die Verwirklichung aller im Vorwort angegebenen 
scho6nen und lobenswerten Absichten des Autors unmdéglich machen. Ich méchte da nur auf - 
S. 58 hinweisen, wo unter anderem steht: 


... = Arsin— = In (w+ Ya? + x?), 


also rechts —In a fehlt, ein MiBverstiandnis, das durch das Weglassen der Integrationskonstanten 
verursacht wird, und auf etwas ganz Béses, némlich auf die Nr. 248 (S. 32). Hier wird allen 
Ernstes empfohlen, gewohnliche lineare, homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung mit 
variablen Koeffizienten mit Hilfe des Ansatzes: y = e+* zu lésen. Ja, dieser Loésungsweg 
wird sogar vorgefiihrt. Dai dabei manche elementare Regel der Differentialrechnung daran 
glauben mu8B, damit alles klappt, ist wohl nicht zu verwundern. In den anschlieBenden Nummern 
werden speziell solche Differentialgleichungen gelést, wenn partikulare Integrale gegeben sind. 
Das ist ansich in Ordnung. Nur wird sich der naive Benutzer vergeblich bemiihen, mit 
der oben zitierten Methode 248 die angegebenen partikuléren Lésungen zu finden. Das wird 
ihn sehr kranken und kein SelbstbewuB8tsein aufkommen lassen, wodurch aber bei einem Ubungs- 
buch eine ganz verkehrte Wirkung erreicht wird. 

Mathematikbicher sollen nur Mathematiker schreiben. Wenn sich ein Naturtalent an eine 
solche Aufgabe heranwagt, sollte es doch sein Werk von einem wirklichen Fachmann iiberpriifen 
lassen. Es ware das die fiir alle Beteiligten beste und angenehmste Sicherung gegen diese pein- 
lichen Unannehmlichkeiten bei der Aufdeckung solcher Schnitzer in einem fertigen Buch. 

L. Peczar, Wien. 


Berichtigungen. 
Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Band VI (1952). R. v. Mises, Uber einige Grundfragen der : 
; Hydrodynamik. 
: : do lee 1 ae) Cael ee 1 dp 
.81, G s:—-(div.» + ——=)= 0; statt: —(div.» + ——)= 
8.81, Gleichung (15) lies al Vie De OWE: 0; statt di (aiv vp + 3 a 


Osterreichisches Ingenieur-Archiv, Bd. V, Heft 4, 1951. C. Kammerer: Stationire Gasstrémung 
durch ein gerades Rohr mit und ohne Warmedurehgang und Reibung. : 
Adqs 


8. 348 in Gleichung (31) lies: ads ; statt: ©? und eine Zeile tiefer lies : — ; sae: 


Lc, 
T's T's 2d 
8. 367, 5. Zeile von oben lies: 1504500; statt: 10504500. 


3 statt :— 


Die Ubersetzungen der Zusammenfassungen wurden yom Dokumentations-Zentrum der Technik, Wien, durchgefiihrt. 


Herausgeber und Wigentiimer: Springer-Verlag in Wien I, Mélkerbastei 5. — Fiir den Inhalt verantwortlich: Prof. Dr. Franz 
Magyar, Wien IV, Technische Hochschule, Karlsplatz 18. — Druck: Manzsche Buchdruckerei, Wien IX, Lustkandigasse 52. 
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In den letzten Wochen erschienen: 


_Kurzes Lehrbuch der Elektrotechnik. Von G. Oberdorfer, Dipl.-Ing. Dr. techn., 0. Pro- 


fessor der Technischen Hochschule Graz. Mit 231 Textabbildungen. VII, 199 Seiten. Lex.-8°. 
1952. S 72.—, DM 14.40, $ 3.45, sfr. 15.— 
Ganzleinen 8 84.—, DM 16.80, $ 4.—, sfr. 17.40 


Trotz der groBen Zahl elektrotechnischer Spezialwerke und kompendiéser Lehrbiicher einerseits 
und volkstiimlicher Kinfiihrungen andererseits hat bisher ein Buch gefehlt, in dem das Gesamt- 
gebiet der Elektrotechnik in knapper, aber doch auch strengen Anspriichen geniigender Form 
behandelt wird. Hier liegt es aus der Feder des bekannten Verfassers des vierbandigen Lehr- 
buches der Elektrotechnik (Oldenbourg, Miinchen) vor. Es wendet sich ebenso an den an- 
gehenden Elektrotechniker, dem es einen ersten Uberblick iiber das Gesamtgebiet vermittelt, 
wie an den groBen Kreis von Wissenschaftlern, Technikern, Gewerbetreibenden usw., die ein 
solides elektrotechnisches Grundwissen benétigen. 


MeBtechnik fiir Funkingenieure. Von Prof. Dipl.-Ing. Dr. techu F, Benz, Graz. Mit 
399 Textabbildungen und I3 Zahlentafeln. XVI, 513 Seiten. 1952. 
Ganzleinen S 246.—, DM 49.50, $ 11.80, sfr. 51.30 


Der bekannte Verfasser der ,,Einfiihrung in die Funktechnik‘‘ (Wien: Springer-Verlag 1950, 
4. Auflage) und langjahrige Leiter der Staatlichen Versuchsanstalt fiir Radiotechnik in Wien 
legt mit diesem Buch eine Gesamtdarstellung der Hochfrequenzme8technik vor, in der er nicht 
nur die eigentlichen MeS8methoden, sondern auch die Priif- und Untersuchungsmethoden der 
Funktechnik eingehend bespricht. Er wendet sich damit an den denkbar weitesten Interessenten - 
kreis — vom Industrieingenieur und Studierenden der Hochfrequenztechnik bis zum wissen- 
schaftlich arbeitenden Amateur. Bei der nahezu unabsehbaren Fiille des Stoffes und der Ver- 
schiedenartigkeit der Interessen war eine sorgfaltige Abgrenzung und Auswahl des Gebotenen 
trotzdem unerlaiBlich. Der Verfasser hat sich dabei in erster Linie vom Standpunkt des Prak- 
tikers leiten lassen: auf die Ableitung von Formeln wurde fast iiberall verzichtet. 


Elektroakustik. Musik und Sprache. Von Dr. techn. F.C. Saic, Wien. Mit 89 Textabbildungen. 
VI, 154 Seiten. 1952. Ganzleinen S 78.—, DM 16.—, $ 3.80, sfr. 16.50 


Das Buch stellt eine Einfiihrung in den aktuellsten Problemkreis der~Elektroakustik, der 
musikalischen und der Raumakustik, dar. Das Wesen von Sprache und Musik. sowie die Er- 
fordernisse fiir ihre elektroakustische Ubertragung werden unter Zugrundelegung zahlreicher 
MeS8kurven mit einem Minimum an mathematischem Aufwand erértert. Die Stwmpfschen Er- 
gebnisse tiber die Rauhigkeit des musikalischen Zusammenklanges bieten die Grundlage zu 
wertvollen Betrachtungen. Die Dynamikkompression und Expansion wird eingehend behandelt. 
Ein Kapitel iiber Raumakustik zeigt die enge Verbindung der Elektroakustik mit der Raum- 
akustik auf und unterrichtet tiber die raumakustischen MaBnahmen, die fir das Gelingen einer 
Tontibertragung entscheidend sind. 


Elektrochemie. Theoretische Grundlagen und Anwendungen. Von Dr. G. Milazzo, Istituto 
_ Superiore di Sanita, Rom, Prof. Inc. fiir Elektrochemie an der Universitat Rom. Neubear- 
beitung der ersten italienischen Auflage. Ins Deutsche iibertragen von Dr. W. Schwabl, Wien. 
Mit 108 Textabbildungen. XIII, 419 Seiten. 1952. Ganzleinen S 180.—, DM 36.—, $ 8.60, sfr. 37.40 


,»».-- Hs ist erstaunlich, daB sich Milazzos Elektrochemie sowohl als Lehrbuch fiir den Studie- 


renden eignet, das den logischen Aufbau des gesamten Wissensgebietes aufzeigt und die Zu- 
sammenhinge mit anderen Disziplinen, etwa mit der Thermodynamik oder der Physik, kurz 
und einleuchtend herstellt, als auch als eine Art Taschenbuch fiir den Praktiker, der durch 
die sehr zahlreichen und iibersichtlichen Tabellen, etwa die ausfiihrliche Zusammenstellung von 


_ Redoxspannungsreihen oder von typischen Daten gebraéuchlicher Galvanostegiebader, eine wich- 


tige Unterstiitzung seiner Arbeiten finden wird...‘* Mikrochemie vereinigt mit Mikrochimica Acta 


Korrosionstabellen metallischer Werkstoffe geordnet nach angreifenden Stoffen. 
Von Dr. techn. F. Ritter, Leoben-Linz. Dritte, erweiterte Auflage. Mit 29 Textabbildungen. 
IV, 283 Seiten. 1952. Ganzleinen S 172.—, DM 34.50, $ 8.20, sfr. 35.60 
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In den letzten Wochen erschienen; a cae fe St 


Die Gasturbine. Ihre Theorie, Konstruktion und Anwendung fur stationaére Anlagen, Schiffs-, 
Lokomotiv-, Kraftfahrzeug- und Flugzeugantrieb. Von Dipl.-Ing. J. Kruschik, Rich. Klinger 
A. G., Wien-Gumpoldskirchen. Mit 153 Textabbildungen, 67 Tabellen und 9 Rechentafeln. 
XI, 469 Seiten. 1952. Ganzleinen 8 315.—, DM 63.—, $ 15.—, sfr. 65.— 


Durch die Fortschritte auf dem Gebiete hochwarmfester Werkstoffe sowie durch die auf die — 
Strémungsmaschine angewandte aerodynamische Forschung ist die Entwicklung der Gasturbine  _ 
in den letzten Jahren so weit vorwartsgetrieben worden, da sie heute bereits der Dampfturbine =~ 
und dem Kolbenmotor ernstlich Konkurrenz macht. Als Folge dieser raschen Entwicklung, die = 
zum Teil geheim vor sich ging, sind sich heute noch viele im unklaren uber die Funktion, den 

Aufbau und die Thermodynamik der modernen Gasturbine. Auf alle diese Fragen gibt dasam- 

gekiindigte Buch in einer auf die Bediirfnisse des Studierenden und Ingenieurs zugeschnittenen 
Form Antwort. fi : ae bs a. 
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Die Kennlinien einer Freistrahlturbine im Triebgebiet sowie im Brems- 
gebiet und die Wirkungsgrade im Triebgebiet. Von Jagdish-Lal, Dr. sc. techn. 
(E. T. H. Ziirich). Mit 57 Textabbildungen. 118 Seiten. Lex.-8°. 1952. : ih Svar Ss oe 
 — Steif geheftet S 74.—, DM 14.70, $3.50, sfr.15— 
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Das Schaufelrad im Modellversuch. Zwei Berichte der Schiffbautechnischen Versuchs- : 
- anstalt in Wien. Von Dr. Ing. F. Gebers. Mit einem Beitrag von Prof. Dr.-Ing. e. h. Dr. Inga? 

F. Horn. Mit 59 Abbildungen im Text und auf 50 Tafeln. X, 61 Seiten. Din A4. 1952. = 

; Steif geheftet S 150.—, DM 30.—, $7.20, sfr.31— = 
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SummeneinfluBwerte fir den cinfachen Balken und den symmetrischen Zweifeldtrager fiir Par 
Stra8enbriicken. Von Dr. Ing. F. Schweda, Wien. Mit 46 Abbildungen im Text und in 10 Zahlen- 
tafeln. VI, 79 Seiten. 1952.  _ Steif geheftet S 88.—, DM 17.70, $ 4.20, sfr. 18.20 — 


Ausgehend vom einfachen Balken werden fiir den symmetrischen Zweifeldtrager fir die Bela- 
stungsschemen von StraBenbriicken, die aus einem Hinzelfahrzeug und einer vor und hinter diesem _ 
angeordneten Gleichlast bestehen, Tabellenwerte angegeben, mit deren Hilfe sich die groBten 


Momente und Querkrifte solcher Trager in ahnlich rascher Weise wie fiir eine felderweise gleich- — ‘3 


ES 


maBige Vollbelastung ermitteln lassen. Auf den Einflu8 der Veranderlichkeit des Tragheits- __ 2 
momentes in der bei Stahlbetontragern tiblichen Form ist Riicksicht genommen. oe i ae 


ig 


Das Buch ist gleichzeitig ein Hilfsmittel fiir die Studierenden an technischen Lehranstalten und = j 
4 


si 
at 
1 


eo oo ° ° . x 3 4 : a ; 3 % j “ * 4 
Blatter fiir Technikgeschichte. Herausgegeben vom Technischen Museum fiir Industrie  __ 
und Gewerbe in Wien, Forschungsinstitut fiir Technikgeschichte. Schriftleitung: Dr. phil ie 
J. Nagler, Wien. Dreizehntes Heft. Mit 26 Abbildungen. V, 72 Seiten. 1951. 4% 
gan S 2 S 32.—, DM 6.30, $1.50, sfr.6.50 
nhalt: Dolch, P. Entwicklung und Stand der Stickstoffdiingerindustrie in Osterreich. — | ‘See 
Runtscheiner, E. Das Unterinntal, eine dochnilkosohich#lians Landachutt: 7 ‘Alfved Chua, <4 
= see ee Baichte 4 N agler, J. Boe te Tesla-Kongre8. — Kurzel-Runtscheiner, E. 
ichtliche Biicherschau. — nktas 6 *abiloches anise on 

contin a duet leet. u. — Stampfl, Therese. Godgalstaige der Severreichinches eae 
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